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Introduction
L’ide´e que la gravitation Newtonienne e´tait incomple`te et que deux corps en mouve-
ment l’un par rapport a` l’autre devaient e´mettre une radiation est relativement ancienne.
Cette ide´e a notamment e´te´ exprime´e par Laplace au de´but du 19ie`me sie`cle. Elle a ensuite
e´te´ formalise´e dans un article d’Einstein en 1916 [36] qui de´crit cette radiation, dans le
cadre de la relativite´ ge´ne´rale, comme une de´formation de l’espace-temps. Il introduit
ainsi le concept d’onde gravitationnelle.
Une onde gravitationnelle est la propagation d’une de´formation de l’espace-temps cre´e´e
par un ensemble de masses en mouvement les unes par rapport aux autres. Elle induit
une variation de distance si faible que seules celles e´mises par des objets astrophysiques
extreˆmement massifs sont potentiellement de´tectables. Du fait de leur faible interaction
avec la matie`re, elles sont tre`s peu modifie´es lors de leur propagation, ce qui en fait
d’excellents vecteurs d’informations. Ainsi, elles sont un moyen unique d’acce´der a` des
caracte´ristiques concernant des objets tels que des syste`mes binaires forme´s de trous
noirs, d’e´toiles a` neutrons ou encore de naines blanches. Leur e´tude enrichira donc les
connaissances en astrophysique mais aussi en cosmologie et en physique fondamentale.
L’existence de ces ondes est prouve´e de manie`re indirecte, notamment par l’observa-
tion du pulsar PSR 1913+16, mais il n’y a encore eu aucune de´tection directe. Dans les
anne´es 60, les premiers de´tecteurs qui ont vu le jour e´taient forme´s de barres re´sonantes.
Pratiquement a` la meˆme e´poque, un concept de de´tecteurs base´s sur l’interfe´rome´trie a
e´te´ e´nonce´, mais il a fallu attendre les anne´es 90 pour que des interfe´rome`tres terrestres
d’une taille de l’ordre du kilome`tre soient construits et commencent a` fonctionner dans les
anne´es 2000 en Europe (Virgo et GEO 600), aux Etats-Unis (LIGO) et au Japon (TAMA
300). Ces de´tecteurs sont sensibles a` des ondes dont la fre´quence est comprise entre 10 et
10000 Hertz.
Dans les anne´es 70, devant les difficulte´s inhe´rentes aux bruits sismiques qui rendent
quasi-impossible la de´tection par des de´tecteurs terrestres des ondes dont la fre´quence est
infe´rieure au Hertz, les premie`res ide´es d’un de´tecteur spatial ont e´te´ e´mises aux Etats-
Unis aupre`s de la NASA. De`s 1981, le projet LISA (Laser Interferometer Space Antenna)
a vu le jour et est devenu un programme mixte ESA-NASA. Il est aujourd’hui conside´re´
comme “une pierre angulaire” dans le programme plus ge´ne´ral “Behond Einstein” et il est
internationallement reconnu comme une mission technologiquement re´alisable. La mission
de ve´rification en vol du bien fonde´ des solutions techniques, LISAPathtfinder, est preˆte
a` prendre son envol (2010).
Le principe ge´ne´ral de LISA consiste en trois satellites contenant des masses en chute
libre et s’e´changeant des faisceaux laser afin de former plusieurs interfe´rome`tres. Le tri-
angle constitue´ par ces satellites distants de cinq millions de kilome`tres suit la Terre
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sur son orbite autour du Soleil. Meˆme si les solutions techniques sont de´finies dans leurs
grandes lignes, il reste de nombreux points a` e´claircir, que ce soit au niveau des tech-
nologies mises en jeu ou au niveau des de´veloppements des algorithmes ne´cessaires a` la
future analyse des donne´es. C’est dans ce contexte que s’inscrit le sujet de cette the`se qui
poursuit un travail que j’ai entame´ a` l’e´te´ 2004 lorsque le laboratoire APC s’est implique´
dans la projet LISA.
Le premier chapitre de cette the`se pre´sentera donc le concept des ondes gravitation-
nelles et leurs sources en se focalisant sur celles de´tectables par LISA, pour en venir
rapidement aux effets attendus d’une onde gravitationnelle sur un de´tecteur.
Le deuxie`me chapitre de´crira la mission LISA, son fonctionnement, les diffe´rents bruits
intervenant dans les signaux ainsi que le syste`me de mesures base´ sur les phaseme`tres.
L’accent sera mis sur la me´thode de pre´-traitement nume´rique du signal, appele´e Time
Delay Interferometry , qui permet de re´duire le bruit des lasers qui est le bruit instrumental
le plus important. Les proble´matiques mis en avant dans ce chapitre sont a` la base des
concepts du simulateur LISACode, dont la re´alisation a constitue´ la premie`re partie du
travail de cette the`se. En effet, il est rapidement apparu que, pour avoir une compre´hension
d’ensemble de l’influence des diffe´rents processus mis en jeu lors de la de´tection des ondes
gravitationnelles par LISA, il est ne´cessaire d’utiliser des simulations nume´riques.
Le troisie`me chapitre sera donc consacre´ au simulateur scientifique LISACode qui est
base´ sur une structure flexible restant au plus proche du de´tecteur. Il inte`gre l’ensemble
des e´le´ments intervenant dans les mesures, des ondes gravitationnelles aux multiples bruits
instrumentaux de fac¸on a` fournir des flux de donne´es similaires a` ceux de la future mission.
Il fournit e´galement les signaux issus de l’application de la me´thode TDI. Ce chapitre
pre´sentera aussi les re´sultats obtenus, graˆce a` LISACode, sur des points importants de
LISA. Il a pu notamment eˆtre montre´ que dans une situation la plus re´aliste possible
le bruit laser est effectivement conside´rablement re´duit par le pre´-traitement nume´rique
TDI. LISACode est un simulateur maintenant totalement ope´rationnel et fait le pendant
a` un autre simulateur ame´ricain. Il participe activement au challenge sur l’analyse des
donne´es (Mock LISA Data Challenge).
La quatrie`me partie aborde la question des me´thodologies de la future analyse des
donne´es qui a constitue´e la deuxie`me partie de ce travail de the`se, en utilisant notamment
les potentialite´s d’e´tudes offertes par LISACode. Dans l’esprit de se´parer les variables
propres a` la source e´mettant l’onde gravitationnelle, des variables qui ne de´pendent de
la position de la source dans le “ciel”, une me´thode d’analyse utilisant le mouvement de
LISA a e´te´ mise en place. Le principe de cette me´thode base´e sur l’e´tude de la modulation
d’amplitude du signal gravitationnel et son application sur diffe´rents exemples seront
expose´s. On verra que cette application a ne´cessite´ l’adaptation de me´thodes spe´cifiques
d’extraction du signal.
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Chapitre 1
Les ondes gravitationnelles
L’objectif de la mission LISA est d’utiliser ce vecteur d’information, encore tre`s peu
exploite´, que sont les ondes gravitationnelles, pour e´tudier l’univers et ses composants sous
un nouvel angle. En effet, les connaissances actuelles en astrophysique sont essentiellement
base´es sur l’e´tude de l’ensemble des rayonnements e´lectromagne´tiques de´tecte´s au niveau
de la Terre. Du fait de leur importante interaction avec la matie`re et de leur atte´nuation
rapide lors de leur propagation, il est difficile d’en extraire des informations concernant
des objets e´loigne´s et/ou tre`s massifs. A l’inverse, les ondes gravitationnelles sont tout a`
fait adapte´es a` ce type d’e´tudes comme nous allons le voir. Ces ondes ouvrent donc de
nouveaux champs d’e´tudes en astrophysique, base´es uniquement sur la gravitation.
Outre l’apport en astrophysique, les ondes gravitationnelles contribuent, par leur des-
cription, a` la physique fondamentale. Leurs e´tudes permettront alors d’e´valuer la validite´
des approximations utilise´es dans les mode`les. Elles donnent notamment acce`s a` la phy-
sique des trous noirs et aux autres domaines faisant intervenir la gravite´ en champ fort.
Dans le meˆme registre, la de´tection d’ondes gravitationnelles provenant aussi bien de
sources tre`s e´loigne´es que de l’e´volution de l’Univers, permettra d’apporter des informa-
tions en cosmologie.
D’autre part, l’observation des ondes gravitationnelles e´mises par des objets tre`s e´loi-
gne´s de la Terre apporte des informations en cosmologie, de meˆme que l’e´ventuelle de´tec-
tion d’ondes gravitationnelles cre´e´es par l’e´volution de l’Univers.
La premie`re partie de ce chapitre est consacre´e a` la formulation des ondes gravita-
tionnelles dans le cadre de la relativite´ ge´ne´rale. La seconde partie concerne l’e´mission
de ces ondes, puis la troisie`me partie passe en revue les sources d’ondes gravitationnelles
potentiellement de´tectables par LISA. Enfin la quatrie`me partie expose les phe´nome`nes
physiques qu’elles induisent et qui permettront leur de´tection.
1.1 Un peu d’histoire
La the´orie de la gravite´ a e´te´ introduite par Newton en 1687. Dans cette the´orie clas-
sique, l’effet de la gravite´ est conside´re´ comme instantane´, c’est a` dire qu’un mouvement
de masse agit sur une autre masse distante sans intervalle de temps entre le mouvement
et sa conse´quence sur la masse distante. Dans cette the´orie, il ne peut donc pas y avoir
d’ondes gravitationnelles.
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La premie`re ide´e d’une onde gravitationnelle est attribue´e a` Laplace en 1805, qui avait
alors compris que, si la vitesse de propagation de la gravite´ est finie, un syste`me forme´
par deux objets massifs orbitant l’un autour de l’autre, appele´ syste`me binaire, dissipe de
l’e´nergie.
Un sie`cle plus tard, Einstein met en place la the´orie de la relativite´ base´e sur le principe
d’e´quivalence qui dit que “les e´quations de la physiques s’e´crivent de la meˆme fac¸on dans
tous les re´fe´rentiels” 1. Dans un article paru en 1916 et corrige´ en 1918 [36]2, il pre´dit
alors l’existence des ondes gravitationnelles comme une conse´quence naturelle de cette
the´orie. En effet, selon la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, l’information gravitationnelle se
propage a` la vitesse de la lumie`re. Pour un syste`me binaire, cela entraˆıne une dissipation
de l’e´nergie par de´formation de l’espace-temps, ce qui est en fait une onde gravitationnelle.
La premie`re preuve expe´rimentale de l’existence des ondes gravitationnelles a e´te´ four-
nie par R.A.Hulse et J.H. Taylor [49], qui de´couvrent en 1974 le premier pulsar binaire,
PSR 1913+16. Par une observation sur plusieurs anne´es, ils ont montre´ que l’e´volution
de la pe´riode de ce syste`me compose´ de deux e´toiles a` neutrons orbitant l’une autour de
l’autre varie en suivant parfaitement les pre´dictions d’une perte d’e´nergie par e´mission
d’ondes gravitationnelles. Cette de´couverte leur a valu le Prix Nobel de Physique en 1993.
Depuis, d’autres preuves indirectes ont e´te´ de´couvertes, comme par exemple la distri-
bution de la pe´riode orbitale des variables cataclysmiques3, mais les ondes gravitationnelles
n’ont, actuellement, pas encore e´te´ directement de´tecte´es. Cette de´tection est l’objectif de
nombreux de´tecteurs terrestres et du de´tecteur spatial LISA.
1.2 De la relativite´ ge´ne´rale aux ondes gravitation-
nelles
Une onde gravitationnelle est une perturbation de l’espace-temps. C’est une conse´-
quence directe de la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale introduite par Einstein en 1915.
Comme nous allons le voir dans cette partie, ces ondes sont obtenues par un de´veloppe-
ment perturbatif des e´quations d’Einstein.
Ces calculs relativistes se re´fe`rent au cours donne´ par Marcel Froissart au Colle`ge
de France [40], aux cours d’objets compacts [43] et de relativite´ ge´ne´rale [45] de Eric
Gourgoulhon, au cours de Relativite´ ge´ne´rale de Post-Master de Gilles Esposito-Fare`se [38]
et aux livres “Gravitation” [55], “Gravity” [47] et “Gravitational waves” [54].
Dans cette section, on exposera les bases de la line´arisation de la the´orie de la relati-
vite´, notamment de l’e´quation d’Einstein, qui permettent d’e´tablir l’e´quation d’onde d’une
onde gravitationnelle. A partir de celle-ci, on montrera, a` partir d’une analyse relative-
1Il n’existe pas de re´fe´rentiel galile´en (aussi dit inertiel) global couvrant tout l’Univers. Tout expe´-
rimentateur en chute libre obtient les meˆmes re´sultats quelque soit le champ de gravite´ dans lequel il
tombe.
2Traduction franc¸aise dans [10], page 18.
3C’est un syste`me binaire serre´ contenant une naine blanche et une e´toile ayant rempli son lobe de
Roche. L’existence de tels binaires avec une pe´riode infe´rieure a` deux heures, qui sont effectivement
observe´, ne peut s’expliquer que par une perte de moment cine´tique du a` l’e´mission d’onde gravitation-
nelle [43].
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ment simple, comment il est possible de de´crire une onde gravitationnelle et on exposera
quelques proprie´te´s de ces ondes.
1.2.1 Relativite´ ge´ne´rale line´arise´e
Une onde gravitationnelle est une perturbation de l’espace-temps. Pour l’e´tudier, on se
place ici dans un espace plat, loin de la source e´mettrice. En relativite´ ge´ne´rale, la me´trique
de l’espace plat pseudo-euclidien est repre´sente´e par le tenseur me´trique standard ηαβ
(convention +1 pour le temps et −1 pour l’espace) :
ηαβ =

1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1
 (1.1)
L’onde gravitationnelle agit comme une perturbation sur cette me´trique. La me´trique
comple`te est donc :
gαβ = ηαβ + hαβ (1.2)
ou` hαβ est la perturbation de l’onde.
1.2.1.1 Transformation de jauge
En conside´rant un changement infinite´simal de coordonne´es : x′α = xα + ǫα, ou` ǫα est
de l’ordre de h, et en utilisant l’invariance de l’intervalle spatio-temporel ds2 qui donne :
ds2 = dx′µdx′νg′µν(x
′) = dxαdxβgαβ(x) (1.3)
on obtient la transformation de jauge suivante [45] :
hαβ = h
′
αβ + ǫα,β + ǫβ,α +O
(
h2
)
(1.4)
Le choix de jauge que l’on conside`re est la condition de Hilbert (ou jauge de Lorenz)
de´finie par :
h¯′
αβ
,α =
(
h′αβ − h
′ηαβ
2
)
,α
= 0 (1.5)
ou` h¯αβ est de´finie par :
h¯αβ = hαβ − hη
αβ
2
(1.6)
1.2.1.2 Line´arisation de l’e´quation d’Einstein
Pour obtenir une description de l’espace-temps plat perturbe´, il faut line´ariser l’e´qua-
tion d’Einstein .
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De´finitions L’e´quation d’Einstein est :
Rαβ − 1
2
Rgαβ =
8πG
c4
Tαβ (1.7)
ou` Tαβ est le tenseur impulsion-e´nergie qui repre´sente la re´partition de masse et d’e´nergie
de la source de l’onde. Rαµβν est le tenseur de Ricci, qui se contracte de la fac¸on suivante :
Rαβ = g
µνRαµβν (1.8)
R = gαβRαβ (1.9)
Ce tenseur est de´fini par l’anticommutation de deux de´rive´es covariantes :
uα;βµ − uα;µβ = Rανβµ uν (1.10)
La de´rive´e covariante, ici repre´sente´e par un point virgule, est de´finie par :
uα;β = uα,β + Γα
µ
β uµ (1.11)
Le symbole de Christoffel Γ repre´sente la connexion affine qui est introduite par les rela-
tions :
Γαβµ =
1
2
(gαβ,µ − gαµ,β − gβµ,α) (1.12)
Γα
β
µ =
1
2
gνβ (gµν,α + gαν,µ − gαµ,ν) (1.13)
Line´arisation du tenseur de Ricci En utilisant les de´finitions pre´ce´dentes, on montre
que le tenseur de Ricci line´arise´ (de´tails dans [45] et [40]) est :
Rαβ = η
γµ1
2
(hαβ,γµ − hαµ,γβ + hµγ,αβ − hβγ,αµ) (1.14)
et R = ηαβηγµ (hαβ,γµ − hγβ,αµ) (1.15)
Line´arisation de l’e´quation de Einstein On substitue les deux expressions du ten-
seur de Ricci (1.14) et (1.15), dans l’e´quation d’Einstein (1.7), pour obtenir l’e´quation de
Einstein line´arise´e suivante (de´tails dans [45] et [55]) :
ηγµhαβ,γµ − η
γµ ηαβ h,γµ
2
=
16πG
c4
Tαβ (1.16)
En utilisant h¯αβ de´fini en (1.6), l’expression de l’e´quation d’Einstein line´arise´e est re´duite
a` :
ηγµ h¯αβ,γµ =
16πG
c4
Tαβ (1.17)
Le d’Alembertien e´tant  ≡ ηγν ∂γ ∂ν . ≡ ηγν .,γν , on peut e´crire l’e´quation d’Einstein
re´duite (1.17) sous la forme :
 h¯αβ =
16πG
c4
Tαβ (1.18)
Cette e´quation (1.18) est l’e´quation d’onde de l’onde gravitationnelle. La re´solution de
cette e´quation permet de de´crire l’e´mission de l’onde quand le tenseur e´nergie-impulsion
n’est pas nul, Tαβ 6= 0, (cf section 1.3) et sa propagation lorsqu’il est nul, Tαβ = 0 (cf
sous-section 1.2.2).
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1.2.2 Propagation et analyse d’une onde gravitationnelle
Apre`s avoir line´ariser l’e´quation d’Einstein pour obtenir l’e´quation d’onde (1.18), on va
maintanant e´tudier la propagation d’une onde plane pour ensuite en de´gager ses proprie´te´s.
1.2.2.1 Propagation d’une onde gravitationnelle
Un mouvement asyme´trique de masse (cf. sous-section 1.3.4) exerce une force qui se
propage a` la vitesse de la lumie`re sur une masse distante. L’onde gravitationnelle e´mise
peut eˆtre assimile´e a` cette force.
Dans le vide, Tαβ = 0, ce qui donne un caracte`re line´aire et homoge`ne a` l’e´quation
d’onde (1.18) en h¯αβ :
h¯ γαβ,γ = h¯
γ
α,γ = 0 (1.19)
La solution la plus simple de cette e´quation est l’onde plane monochromatique :
h¯αβ = ℜ
[
Aαβe
i kγxγ
]
(1.20)
ou` kγ est le vecteur d’onde et Aαβ l’amplitude. Ils satisfont les conditions suivantes :
– kγ est un vecteur nul (1 pour sa partie temporelle et -1 pour sa partie spatiale) :
kγ kγ = 0 car h¯
γ
αβ,γ = 0 (1.21)
– la de´formation est orthogonale au vecteur d’onde :
Aαγ k
γ = 0 car h¯γα,γ = 0 (1.22)
Soit ˜¯hαβ la transforme´e de Fourier de h¯αβ . La condition de jauge de Hilbert (1.5) s’exprime
comme :
kα ˜¯hαβ = 0 (1.23)
D’autre part, on de´finit une transformation ge´ne´rale de jauge sur h˜αβ par :
h˜′αβ = h˜αβ + kα v˜β + kβ v˜α (1.24)
ou` v est une jauge quelconque. Pour ˜¯hαβ, on obtient alors la condition de jauge suivante :
˜¯h′αβ = ˜¯hαβ + kα v˜β + kβ v˜α − ηαβ kγ v˜γ (1.25)
Pour conserver la condition de Hilbert, il faut :
kα ˜¯h′αβ = kα kα v˜β + kβ kα v˜α − ηαβ kα kγ v˜γ = 0
soit kα k
α v˜β = 0 (1.26)
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1.2.2.2 Analyse d’une onde gravitationnelle
On consie`re une onde plane dont le vecteur de propagation est kα = (1, 0, 0, 1). Dans
le plan de l’onde, c’est a` dire dans le plan perpendiculaire a` kα, les deux axes de re´fe´rence
sont p et q de vecteurs unitaires uαp = (0, 1, 0, 0) et u
α
q = (0, 0, 1, 0). On de´finit e´galement
le vecteur qα = (1, 0, 0,−1). Diffe´rentes combinaisons syme´triques sont possibles. Celles
qui re´pondent a` la condition de Hilbert (1.26) sont :
˜¯h′αβ = kα kβ → ˜¯h′αβkα = kα kβkα = 0 (1.27)˜¯h′αβ = up α kβ + up β kα → ˜¯h′αβ kα = up α kβ kα + up β kα kα = 0 (1.28)˜¯h′αβ = uq α kβ + uq β kα → ˜¯h′αβ kα = uq α kβ kα + uq β kα kα = 0 (1.29)˜¯h′αβ = up α up β → ˜¯h′αβ kα = up α up β kα = 0 (1.30)˜¯h′αβ = uq α up β + uq β up α → ˜¯h′αβ kα = uq α up β kα + uq β up α kα = 0 (1.31)˜¯h′αβ = uq α uq β → ˜¯h′αβ kα = uq α uq β kα = 0 (1.32)
Parmi ces combinaisons, on e´limine celles qui se de´duisent de ˜¯hαβ = 0 par transformation
de jauge (1.25) :
si v˜ = k =⇒ ˜¯h′αβ = kα kβ + kβ kα − kγ kγ ηαβ = 2 kβ kα → e´limine (1.27)
si v˜ = up =⇒ ˜¯h′αβ = kα up β + kβ up α − uγp kγ ηαβ = kα up β + kβ up α → e´limine (1.28)
si v˜ = uq =⇒ ˜¯h′αβ = kα uq β + kβ uq α → e´limine (1.29)
si v˜ = q =⇒ ˜¯h′αβ = kα qβ + kβ qα − qγ kγ ηαβ = kα qβ + kβ qα − 2 ηαβ
= 2 up α up β + 2 uq α uq β → e´limine
((1.30) + (1.32))
Au final, il reste donc les combinaisons des e´quations ((1.30) - (1.32)) et (1.31) qui donnent
deux composantes physiques, note´es e+ et e× :
e+ =
˜¯hαβ+ = up α up β − uq α uq β (1.33)
e× =
˜¯hαβ× = uq α up β + uq β up α (1.34)
Ces deux amplitudes correspondent aux deux polarisations de l’onde gravitationnelle.
Pour ces ondes, on a ηαβ ˜¯hαβ e´gal a` ˜¯h, qui est e´gal a` 0 soit h˜αβ e´gal a` ˜¯hαβ et donc h¯ et h
sont identiques. Sous forme matricielle, ces deux polarisations s’e´crivent :
e+ =

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 0
 et e× =

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
 (1.35)
La perturbation hαβ repre´sentant l’onde est alors une combinaison line´aire des deux po-
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larisations :
hαβ = h+ e+ + h× e×
soit hαβ =

0 0 0 0
0 h+ h× 0
0 h× −h+ 0
0 0 0 0
 (1.36)
La perturbation correspondant a` l’onde gravitationnelle de´finie dans une base adapte´e
est donc transverse puisque
∑3
i=1 ∂jhij = 0 et sans trace puisque la somme des termes
diagonaux est nulle,
∑3
i=1 hii = 0. Elle est note´e en conse´quence h
TT
αβ .
Une description des ondes gravitationnelles comme onde plane dans le cadre de la
relativite´ ge´ne´rale comple`te, et non plus dans le cadre de la relativite´ ge´ne´rale line´arise´e
comme pre´ce´demment, est donne´e dans le livre “Gravitation” [55].
1.2.2.3 Proprie´te´s des ondes gravitationnelles
Polarisation Comme on vient de le voir, une onde gravitationnelle est de´crite par la
superposition de deux e´tats inde´pendants, h+ et h×, de´compose´s sur les deux vecteurs de
polarisation, e+ et e×. D’autre part, lors du passage d’une onde gravitationnelle, l’espace
est de´forme´ mais les surfaces sont conserve´es. Partant de ces deux conside´rations, il est
inte´ressant de visualiser l’onde dans diffe´rents e´tats de polarisation, par la de´formation
d’un anneau de particules-test. Les quatre principaux modes de polarisation sont pre´sente´s
sur la figure 1.1.
Si la de´formation posse`de un axe privilie´gie´ fixe, l’onde est polarise´e line´airement.
Elle est alors de´crite par une combinaison des e´tats e+ et e×. De plus, si elle ne pre´sente
qu’une composante selon e+ (h+ 6= 0 et h× = 0) ou e× (h+ = 0 et h× 6= 0), son e´tat de
de polarisation est logiquement de´signe´ par + ou ×.
Si la de´formation ne posse`de pas d’axe privilie´gie´ fixe mais posse`de un axe qui tourne,
l’onde est polarise´e circulairement. Puisqu’il y a deux sens de rotation possibles, il y a
deux modes de polarisation circulaire, de´signe´s par eG et eD. h se de´compose alors selon
deux tenseurs unitaires de polarisation circulaire qui s’expriment en fonction de e+ ou e×
comme :
eG =
1√
2
(e+ − i e×) (1.37)
eD =
1√
2
(e+ + i e×) (1.38)
Plus de pre´cisions sur la polarisation sont disponibles dans le chapitre 35.6 du livre “Gra-
vitation” [55].
He´licite´ L’angle entre les deux directions de polarisation e+ et e× est de 45◦, ce qui
signifie que l’he´licite´, et donc le spin d’une onde gravitationnelle, est de 2 (chapitre 2.2 de
“Gravitational waves” [54] et chapitre 35.6 de “Gravitation”[55]).
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Fig. 1.1: Repre´sentation de la de´formation d’un anneau de particules-tests lors du passage d’une
onde gravitationnelle plane monochromatique pour quatre phases (horizontalement). Les quatre
colonnes correspondent a` quatres modes de polarisation qui sont les deux modes de polarisation
line´aires e+ et e× puis les deux modes de polarisation circulaire eG et eD (figure reprise a` partir
de [55])
1.3 Emission des ondes gravitationnelles
Une onde gravitationnelle est cre´e´e par des masses en mouvement les unes par rapport
aux autres. Cette onde se traduit, en quelque sorte, par une force de mare´e, se propageant
a` la vitesse de la lumie`re, que ces masses en mouvement exercent sur une autre masse
distante.
L’onde gravitationnelle est donc la conse´quence d’un mouvement relatif de masses.
Pour calculer l’onde gravitationnelle e´mise par un ensemble de masses en mouvement, il
faut re´soudre l’e´quation d’onde (1.18). La solution ge´ne´rale de cette e´quation, a` l’instant
t, au point −→x est [47] :
h¯αβ (t,
−→x ) = 4G
c4
∫
source
Tαβ
(
t−
˛˛˛−→x−−→x′ ˛˛˛
c
,
−→
x′
)
∣∣∣−→x −−→x′ ∣∣∣ d3
−→
x′ (1.39)
−→x est le vecteur entre le centre de la source O et le point ou` l’on conside`re la de´formation.
L’inte´grale en d3
−→
x′ porte sur l’ensemble des e´le´ments composant la source.
Dans cette partie, on pre´sentera l’effet de la matie`re sur la perturbation et la liaison
entre la de´formation au niveau de la source et celle au niveau de l’onde pour aboutir a`
la formule du quadrupoˆle. Ensuite on estimera l’amplitude de l’onde dans un cas ge´ne´ral
par une approche e´nerge´tique puis dans le cas spe´cifique des binaires.
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1.3.1 Effet de la matie`re sur la perturbation hαβ
On conside`re ici un point situe´ pre`s de la source, dans ce que l’on appelle la zone
proche. Dans cette zone, l’e´quation de propagation (1.19) n’est e´videmment plus valable
et il faut donc recalculer l’expression de h¯αβ.
La distance entre le point que l’on conside`re et le centre de la source, r = |−→x |, est
grande devant la taille de la source. On peut alors faire l’approximation suivante :∣∣∣−→x −−→x′ ∣∣∣ ≃ r −−→k .−→x′ +O(1
r
)
(1.40)
ou`
−→
k est le vecteur unitaire pointant de la source vers le point conside´re´, tel que −→x = r−→k .
Sous cette approximation, la perturbation h¯αβ , pour un point situe´ dans la zone proche,
est :
h¯αβ (t,
−→x ) = aαβ
(
t− r
c
,
−→
k
)
+O
(
1
r2
)
(1.41)
ou` aαβ est de´fini par :
aαβ
(
t′,
−→
k
)
=
4G
c4
∫
source
Tαβ
(
t′ +
−→
k .
−→
x′
c
,
−→
x′
)
d3
−→
x′ (1.42)
Dans l’e´quation (1.41), r/c exprime le retard moyen entre la source et le point conside´re´,
c’est-a`-dire le de´calage en temps entre un e´ve`nement au niveau de la source et sa conse´-
quence sur la perturbation de l’espace au niveau du point de coordonne´es −→x . Il existe un
retard supple´mentaire au niveau meˆme de la source qui s’exprime par le terme en
−→
k .
−→
x′/c
dans l’e´quation (1.42).
1.3.2 Liaison entre “zone proche” et “zone d’onde”
Pour obtenir une description comple`te de l’onde de la source a` sa de´tection, il faut
e´tablir le lien entre la zone proche ou` l’onde est engendre´e et la zone d’onde ou` l’onde est
de´tecte´e. Il faut donc relier h¯αβ de´crit par l’e´quation (1.41) a` la perturbation transverse
et sans trace hTTαβ de´crite a` la fin de la sous-section 1.2.2.2. Cette relation est donne´e par
les composantes TT du tenseur de courbure de Rieman :
Rzone proche0i0j = R
zone d′onde
0i0j +O
(
h2
)
(1.43)
Les indices en lettres romaines ne portent que sur les 3 dimensions d’espace et le 0 indique
la dimension temporelle (convention souvent utilise´e en relativite´ ge´ne´rale). On tire de
(1.43) la relation reliant hTTij et aml suivante [38] :
hTTij =
aml
r
×
(
P mi P
l
j −
1
2
PijP
ml
)
+O
(
1
r2
)
(1.44)
ou` P lj est le projecteur sur le plan orthogonal a` la direction
−→
k qui correspond a` :
P lj = δ
l
j − kjkl (1.45)
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Le terme P mi P
l
j projette donc aml sur le plan perpendiculaire a`
−→
k et le terme en PijP
ml
enle`ve la trace de aml. La perturbation de la zone proche est donc transforme´e en une
perturbation de zone d’onde en la rendant transverse et sans trace. On constate que
seules les composantes spatiales du tenseur e´nergie-impulsion, comprises dans le terme
aml, interviennent.
La relation entre le tenseur e´nergie-impulsion et la perturbation de l’espace au niveau
du de´tecteur est maintenant comple`tement e´tablie.
1.3.3 Formule du quadrupoˆle
Il reste maintenant a` expliciter le tenseur e´nergie-impulsion Tµν . Au niveau de la
source, la matie`re est conserve´e, ce qui s’exprime sur Tµν par une annulation des de´rive´es
par rapport a` chacun des termes d’espace-temps :
∂νTµν = 0 (1.46)
On en de´duit l’e´quation suivante :
∂iT0i = ∂0T00 (1.47)
Ces e´quations nous donnent4 la relation suivante entre la partie temporelle et la partie
spatiale du tenseur e´nergie-impulsion :
∂20
∫
source
T00xixjd
3
−→
x′ = 2
∫
source
Tijd
3
−→
x′ (1.48)
Cette relation est l’expression du the´ore`me du Viriel en relativite´ ge´ne´rale. Les termes Tij
repre´sentent les flux de moment ou` la pression apparaˆıt dans les termes diagonaux et la
viscosite´ dans les autres termes. Le terme T00 repre´sente la densite´ volumique d’e´nergie
c’est-a`-dire que T00 =Mc
2/V = ρc2 ou` ρ est la densite´ volumique de matie`re.
A partir des e´quations (1.44), (1.44) et (1.48), on de´duit5 la relation suivante entre la
perturbation dans la zone d’onde hTTij et la distribution de masse de la source ρ (
−→x , t) :
hTTij =
2G
c4
(
P ki P
l
j − 12PijP kl
)
r
∂20
∫
source
ρ
(
t− r
c
,
−→
x′
)[
xkxl − 1
3
−→
x′ 2δkl
]
d3
−→
x′ +O
(
1
r2
)
(1.49)
Le moment quadrupoˆlaire est de´fini comme le moment d’inertie sans la trace, soit :
Qij(t) =
∫
source
ρ (t,−→x )
(
xixj − 1
3
x2δij
)
d3x (1.50)
Ce qui nous donne la formule du quadrupoˆle suivante :
hTTij =
2G
c4
(
P ki P
l
j − 12PijP kl
)
r
∂2
∂t2
Qkl
(
t− r
c
)
+O
(
1
r2
)
(1.51)
4Voir e´quation (6.122) du cours [45]
5Voir e´quations (6.123) a` (6.134) du cours [45]
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Il est possible de de´finir un moment quadrupoˆlaire transverse et sans trace, soit :
QTTij =
(
P ki P
l
j −
1
2
PijP
kl
)
Qkl (1.52)
La formule du quadrupoˆle devient ainsi :
hTTij =
2G
c4
1
r
∂2
∂t2
QTTij
(
t− r
c
)
+O
(
1
r2
)
(1.53)
Cette formule exprime la perturbation de l’espace correspondant a` l’onde gravitationnelle
en fonction du moment quadrupoˆlaire de la source. On constate que la de´formation de la
me´trique varie comme la de´rive´e seconde de ce moment.
1.3.4 Caracte´ristiques des objets e´mettant des OGs
Ainisi la formule du quadrupoˆle (1.53) qui vient d’eˆtre de´montre´e dans la partie pre´-
ce´dente 1.3.3 montre qu’un objet ne peut e´mettre des ondes gravitationnelles que si la
de´rive´e seconde par rapport au temps de son moment quadrupoˆlaire projete´e sur la direc-
tion d’observation n’est pas nulle. Pour qu’un objet puisse avoir un moment quadrupoˆlaire,
il ne doit pas eˆtre syme´trique. Cette asyme´trie peut eˆtre dans la forme meˆme d’un objet
unique ou dans la composition de la source par diffe´rents objets. De plus l’objet doit
e´voluer assez rapidement puisque c’est la de´rive´e seconde du moment qui intervient.
Les deux parame`tres qui vont de´terminer si une source est de´tectable ou non sont
l’amplitude et la fre´quence de l’onde e´mise par cette source. Bien entendu, ils sont tre`s
de´pendants du type de sources que l’on e´tudie et leur calcul est loin d’eˆtre simple. Dans le
cas d’un syste`me quelconque, l’amplitude peut eˆtre estime´e sur des crite`res e´nerge´tiques
(cf. sous-section 1.3.5.1). Mais lorsqu’on pre´cise l’e´tude sur certains types de source bien
pre´cis, cette de´termination est complexe et est sujet a` de nombreux travaux, comme on
le verra dans le cas des syste`mes binaires (cf. sous-section 1.3.6).
Il existe des ondes gravitationnelles qui ne sont pas directement issues d’objets re´-
pondant au crite`re que l’on vient de voir, ce sont les fonds gravitationnels. Ils ne sont
pas issus d’une source bien de´finie mais ont des origines plus ou moins diffuses (cf. sous-
section 1.4.4).
1.3.5 Perte d’e´nergie de la source par onde gravitationnelle
La source perd de l’e´nergie par e´mission d’une onde gravitationnelle qui transporte
donc de l’e´nergie. Ce transport est exprime´ dans le tenseur e´nergie-impulsion loin de la
source qui est dans le re´fe´rentiel inertiel de la relativite´ ge´ne´rale line´arise´e, le tenseur
d’Issacson [55] [45] :
Tαβ =
1
32πG
〈
∂hTTij
∂xα
∂hTTij
∂xβ
〉
(1.54)
ou` 〈.〉 est une moyenne sur plusieurs longueurs d’onde.
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1.3.5.1 Estimation de l’amplitude a` partir du flux d’e´nergie
Le flux d’e´nergie F correspond a` T03, la composante de Tαβ sur la direction de propa-
gation (0 indique le temps et 3 la composante z). Son expression est [45] [47] :
F =
c3
16πG
〈
h˙2+ + h˙
2
×
〉
Si l’onde est monochromatique, on a :〈
h˙2+ + h˙
2
×
〉
= 4π2f 2h2 avec h =
∣∣hTTij ∣∣
Le flux d’e´nergie de cette onde est alors :
F =
πc3
4G
f 2h2 (1.55)
Par des conside´rations e´nerge´tiques, il est possible de retrouver l’ordre de grandeur de
l’amplitude de l’onde a` la distance r de la source. Soit τ le temps caracte´risant l’e´volution
de la source. L’e´nergie de l’onde correspond a` l’e´nergie perdue dans le rayonnement gra-
vitationnel sur l’ensemble de la sphe`re de rayon r centre´e sur la source pendant un temps
τ , soit :
EOG = ∆E ≈ 4πr2 F τ = π
2c3f 2h2r2τ
G
(1.56)
d’ou` :
h ≈ 1
π r f
√
G∆E
τc3
(1.57)
Soit l’efficacite´ d’e´mission de la source dans le rayonnement gravitationnel de´finie par :
ǫ =
∆E
mtotc2
(1.58)
ou` mtot est la masse totale de la source et τ ∼ 1/f le temps caracte´ristique.
L’amplitude de l’onde est alors de l’ordre de :
h ≈ 1
π r
√
Gmtot ǫ
f c
(1.59)
et donc nume´riquement son ordre de grandeur est :
h ≈ 7× 10−15
(
1 kpc
r
)(
mtot
M⊙
)1/2(
1 Hz
f
)1/2√
ǫ (1.60)
ou` r est en kiloparsec , mtot en masse solaire M⊙ et f en Hertz (de´finition des unite´s page
211). Le parame`tre qui reste difficile a` estimer est l’efficacite´ ǫ.
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1.3.6 Estimation de l’amplitude et de la fre´quence d’un syste`me
binaire
Dans le cas spe´cifique d’une source forme´e par deux corps, c’est-a`-dire dans le cas d’un
syste`me binaire, il est possible d’estimer son moment quadrupoˆlaire et sa fre´quence par
un calcul simple, et ainsi d’obtenir un ordre de grandeur sur les masses a` mettre en jeu.
Soit mA et mB, les masses des deux corps se´pare´s par une distance d. Si l’on conside`re
que le syste`me est peu relativiste, la troisie`me loi de Kepler donne :
d3
T 2
=
G mtot
4π2
(1.61)
ou` T est la pe´riode de rotation du syste`me et mtot = mA + mB est la masse totale. La
pe´riode de l’onde est la moitie´ de la pe´riode de rotation T car elle correspond au temps
se´parant deux positions e´quivalentes du syste`me. On peut ainsi estimer la fre´quence a` :
fOG =
√
G mtot
π2 d3
(1.62)
La distance au centre de gravite´ du syste`me est mBd
mA+mB
pour le premier objet et mAd
mA+mB
pour le deuxie`me. Le moment quadrupolaire pre´sente une seule composante le long de l’axe
joignant les deux objets :
Qdd = mA
(
mBd
mA +mB
)2
+mB
(
mAd
mA +mB
)2
=
mAmB
mtot
d2 = µd2 = ν mtot d
2 (1.63)
ou` µ est la masse re´duite du syste`me de´finie par :
µ =
mAmB
mtot
(1.64)
et ν le rapport de masse compris entre 0, cas limite d’une masse qui tend vers 0 et 1
4
, cas
ou` mA = mB
ν =
mAmB
m2tot
(1.65)
Le temps caracte´ristique d’e´volution du syste`me τ est de l’ordre de τ = 1/fOG. La de´rive´e
seconde du moment quadrupoˆlaire peut donc eˆtre estime´e par :
∂2Qdd
∂t2
≈ Qdd
τ 2
= µd2f 2OG (1.66)
L’e´quation (1.62) donne pour la distance d :
d2 =
(
Gmtot
f 2OG π
2
) 2
3
(1.67)
On remplace dans (1.66) :
∂2Qdd
∂t2
≈ µ
(
GmtotfOG
π2
) 2
3
(1.68)
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Les e´quations (1.53) et (1.68) donnent finalement pour l’amplitude approche´e de h :
h ≈ 2G
c4
ν mtot
r
(
GmtotfOG
π2
) 2
3
(1.69)
Nume´riquement l’amplitude approche´e est :
h ≈ 6× 10−21
(
1 kpc
r
)(
mtot
M⊙
)5/3(
f
1 Hz
)2/3
ν (1.70)
ou` mtot est exprime´e en masse solaire M⊙, r en kiloparsec, f en hertz et ν sans unite´ (cf.
page 211).
1.4 Les sources d’ondes gravitationnelles
Dans le chapitre pre´ce´dent, on a vu quelles sont les conditions ne´cessaires a` l’e´mission
d’ondes gravitationnelles et comment celles-ci sont e´mises. On va maintenant passer en
revue les phe´nome`nes astrophysiques succeptibles d’e´mettre ces ondes.
La premie`re partie expose la de´termination des types de sources de´tectables par LISA.
Les parties suivantes de´taillent les particularite´s de chaque type de source. Comme on va
le voir, il y a trois types de sources de´tectables par LISA qui sont les binaires, les EMRIs
et les fonds gravitationnels de natures diverses.
1.4.1 Quelles sources sont de´tectables par LISA ?
L’objectif de cette partie est de passer en revue les types de sources d’ondes gravi-
tationnelles pour de´terminer lesquelles sont potentiellement de´tectables par LISA. Dans
cette premie`re approche, les parame`tres qui vont caracte´riser une onde gravitationnelle et
de´terminer la capacite´ d’un instrument a` la de´tecter sont son amplitude et sa fre´quence.
Il existe des de´tecteurs au sol d’ondes gravitationnelles a` hautes fre´quences. A l’inverse,
LISA est un de´tecteur qui se propose de chercher des ondes dans le domaine basse fre´-
quence, c’est a` dire aux alentours de 10−5 Hertz a` 1 Hertz (cf. figure 1.2). Comme on le
verra dans les chapitres 2 et 3, il de´tectera des ondes jusqu’a` une amplitude minimale de
l’ordre de 10−22.
Il faut maintenant estimer le domaine en amplitude et en fre´quence de chaque type
de sources pour de´terminer s’il est potentiellement de´tectable par LISA. On a vu en 1.3.4
que les sources peuvent eˆtre classe´es selon leur nature en trois types qui sont les sources
localise´es forme´es de plusieurs objets, les sources localise´es forme´es d’un seul objet et les
sources diffuses. L’ensemble des sources localise´es peut eˆtre re´organise´ non plus selon la
nature de la source mais selon la nature de l’onde et plus particulie`rement son aspect dans
le temps. On obtient ainsi les trois grandes cate´gories suivantes :
– sources pe´riodiques : rayonnements localise´s dans l’espace et relativement re´guliers
sur une longue pe´riode en temps,
– sursauts : rayonnements irre´guliers, localise´s dans l’espace et dans le temps,
– fonds : rayonnements diffus relativement continus.
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Fig. 1.2: Domaine de sensibilite´ des de´tecteurs interfe´rome´triques d’ondes gravitationnelles, ter-
restres (VIRGO, LIGO) et spatial (LISA). La sensibilite´ de LISA est de´finie comme l’amplitude
d’une onde gravitationnelle de´tectable sur un an avec un rapport signal sur bruit de 5. Celle des
de´tecteurs terrestres est de´finie comme la densite´ spectrale d’amplitude d’une onde de´tectable
avec un rapport signal sur bruit de 1 [12]. Plus de pre´cisions sur ce type de comparaison sont
donne´es dans l’annexe A. Ces courbes sont extraites du Pre Phase A Report [15].
Il faut bien voir que le panorama fait ici ne prend en compte que les phe´nome`nes
connus ou pre´visibles mais il est toujours possible que des phe´nome`nes inconnus a` l’heure
actuelle puissent eˆtre vus par LISA.
1.4.1.1 Sources pe´riodiques
Binaires Ce sont les sources d’ondes gravitationnelles les plus connues actuellement,
leur asyme´trie e´tant e´vidente. Elles sont forme´es de deux objets massifs gravitant l’un
autour de l’autre. Ces objets peuvent eˆtre des e´toiles, des naines blanches, des e´toiles a`
neutrons ou des trous noirs. Dans l’approximation peu relativiste, la fre´quence f est fixe´e
par la masse totale de la binaire mtot et la distance d se´parant les deux corps, comme
l’indique l’e´quation (1.62). Pour que les binaires forme´es des objets les moins massifs, de
l’ordre de 1M⊙, soient de´tectables, la se´paration des objets doit eˆtre comprise entre 10−4
et 10−2 UA (unite´s astronomiques, cf. page 211), ce qui est tout a` fait raisonnable pour
des e´toiles a` neutrons par exemple. Dans le cas des objets les plus massifs, de l’ordre de
108 M⊙, le meˆme calcul donne une se´paration de l’ordre de quelques UA mais cette valeur
e´tant de l’ordre du rayon de Schwarzschild du trou noir, l’hypothe`se d’un syste`me peu
relativiste n’est plus valable. Une expression de la fre´quence plus adapte´e a` ce type de
binaire est celle donne´e par l’approximation Post-Newtonienne dont il est question dans
la sous-section 1.5.2. Cette expression (1.83) donne des fre´quences de l’ordre de 10−4 a`
10−3 Hertz, ce qui est compatible avec les fre´quences de´tectables par LISA.
L’amplitude est estime´e par l’e´quation (1.70). La limite de de´tection e´tant fixe´e a` des
amplitudes supe´rieures ou e´gales a` 10−22, et a` des fre´quences maximales de 0,1 Hertz,
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on cherche a` estimer l’horizon des binaires les moins massives, c’est-a`-dire la distance
maximale a` laquelle ces binaires, forme´es de deux objets de masses e´gales, sont encore
visibles. On obtient alors une distance de l’ordre de quelques kiloparsec, c’est-a`-dire a`
l’inte´rieur de la Galaxie, dans l’environnement proche du Soleil. Cette distance e´voluant
comme m
5/3
tot , les binaires sont d’autant plus de´tectables qu’elles sont massives. Celles de
masse supe´rieure a` 105 M⊙ sont de´tectables dans tout l’Univers.
Les binaires a` grand rapport de masses, appele´es EMRIs, e´mettent des ondes qui
sortent de l’approximation (1.70), mais des estimations plus spe´cifiques (cf. sous-section 1.5.3)
les placent tout de meˆme dans le domaine de LISA.
On conclut de cette rapide e´tude qualitative que les sources binaires sont une source
privile´gie´e pour LISA.
E´toiles a` neutrons en rotation Un autre type de sources pe´riodiques sont les e´toiles
a` neutrons en rotation. Si une e´toile a` neutrons pre´sente un e´cart a` la syme´trie axiale, elle
e´met des ondes gravitationnelles a` sa fre´quence de rotation (cf cours E. Gourgoulhon [43]).
Mais cette fre´quence e´tant supe´rieure au hertz, ces e´toiles ne seront pas de´tectables par
LISA.
1.4.1.2 Les sursauts
Un sursaut est associe´ a` un signal tre`s limite´ dans le temps. Il est ge´ne´ralement lie´ a`
un phe´nome`ne cataclysmique comme un effondrement gravitationnel ou la coalescence de
deux astres. C’est l’asyme´trie propre de l’objet qui est a` l’origine de l’e´mission d’ondes
gravitationnelles.
Il y a deux types d’effondrement connus susceptibles d’eˆtre vu graˆce aux ondes gravi-
tationnelles : les supernovae et l’effondrement d’une e´toile a` neutrons.
Supernova C’est l’effondrement d’une e´toile sur elle-meˆme pour aboutir a` une e´toile
a` neutrons. Cet effondrement est du a` une surdensite´ de l’e´toile dont l’origine est soit
sa masse e´leve´e, soit l’accre´tion d’un compagnon. L’observation d’ondes gravitationnelles
pourrait fournir des informations sur l’effondrement et le rebond puisqu’elles ne sont pas
stoppe´es par la matie`re. Pour qu’une onde soit e´mise, il faut que l’effondrement soit asyme´-
trique. Une onde gravitationnelle peut e´galement eˆtre e´mise dans la phase post-supernova,
par une brisure de syme´trie de la proto-e´toile a` neutrons (cf cours E. Gourgoulhon [43]).
De fac¸on ge´ne´rale, l’efficacite´ de l’e´mission gravitationelle ǫ est infe´rieure a` 10−6 [35], ce
qui limite la de´tection a` la Galaxie selon l’estimation (1.60). De plus la fre´quence des
ondes e´mises est supe´rieure au hertz [35], ce qui les exclut de notre domaine d’e´tude.
Effondrement d’e´toile a` neutrons en trou noir Ce type d’effondrement n’a jamais
e´te´ observe´ mais il est pre´dit par les calculs relativistes de Stark & Piran [69]. L’onde
gravitationnelle serait e´mise dans un intervalle de fre´quence de 7 a` 16
(
M⊙
M
)
kHz avec
une efficacite´ ǫ ∼ 10−4 et une amplitude maximale h+,max ∼ 2.5× 10−21
(
1Mpc
r
) (
M
M⊙
)
(cf
cours E. Gourgoulhon [43]). Les fre´quences de ces sources sont donc trop e´leve´es pour eˆtre
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de´tectables par LISA.
Coalescence La coalescence de deux objets suit la phase spiralante d’une binaire.
L’onde est donc e´mise a` des fre´quences approximativement proches de celles de la fin
de la phase pe´riodique. Juste avant que les objets composant une binaire de faible masse
ne fusionnent, la fre´quence de l’onde e´mise est estime´e supe´rieure a` quelques dizaines de
hertz (e´toile a` neutrons), ce qui la rend invisible pour LISA. Par contre, la de´tection par
LISA des coalescences de binaires beaucoup plus massives serait tout a` fait envisageable,
puisqu’elles e´mettent a` basse fre´quence avec une amplitude tre`s importante. D’ailleurs
LISA a e´te´ en partie conc¸ue pour de´tecter ce type de sources.
1.4.1.3 Les fonds
Il existe des fonds d’ondes gravitationnelles qui e´mettent des ondes non localise´es, de
manie`re plus ou moins continue. Ces fonds s’e´talent typiquement sur une large gamme en
fre´quence dans lequel peut eˆtre comprise la bande des fre´quences de´tectables par LISA.
Il reste a` de´terminer si leur amplitude est suffisante, e´tude qui doit eˆtre effectue´e au cas
par cas, e´tant donne´es leur origines tre`s diverses.
1.4.1.4 L’objectif de LISA
Etant donne´e cette analyse, les sources de´tectables par la mission LISA sont les coales-
cences de trous noirs super massifs, les EMRIs, les binaires en ge´ne´ral et les fonds de´crit
pre´ce´demment. La graphique de gauche de la figure 1.3 localise approximativement ces
diffe´rents types de sources dans le domaine amplitude-fre´quence. Les contraintes impo-
se´es par ces types de sources servent a` affiner le domaine de sensibilite´ de LISA, de fac¸on
garantir leurs de´tections (graphique de droite de la figure 1.3) [51].
1.4.2 Les binaires de faible rapport de masses
Les sources binaires sont divise´es en fonction de leur rapport de masses, en deux
grandes cate´gories : les sources binaires de faible rapport de masses, dont il est question
dans cette partie, et les EMRIs, dont il sera question dans la partie suivante (cf. sous-
section 1.4.3).
L’e´volution des binaires de faible rapport de masses, autrement dit forme´es de deux
objets de masses similaires, peut se de´composer en trois phases, dont la figure 1.5 donne
une repre´sentation sche´matique :
1. la phase spiralante : cette phase correspond au de´but de la vie de la binaire. Les
deux objets orbitent re´gulie`rement l’un autour de l’autre. Le syste`me perdant de
l’e´nergie par e´mission d’onde gravitationnelle, les deux objets se rapprochent petit
a` petit en spiralant. La perte d’e´nergie du syste`me ainsi que l’onde gravitationnelle
e´mise peuvent eˆtre de´crites par le mode`le Post-Newtonien (cf sous-section 1.5.2).
Cette description est valide jusqu’au moment ou` le syste`me atteint sa dernie`re orbite
stable, Innermost Circular Orbit (ICO), et entre alors dans sa phase de coalescence.
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Fig. 1.3: Sources d’ondes gravitationnelles et domaine de sensibilite´ des de´tecteurs interfe´rome´-
triques. La figure de gauche [15] localise approximativement les diffe´rentes sources : les fle`ches
correspondent aux derniers mois de la coalescence de binaire et le fond galactique correspond
a` l’ensemble binaires compactes et naines blanches. La figure de droite pre´sente les contraintes
sur la sensibilite´ impose´e par les diffe´rentes sources et la courbe de sensibilite´ the´orique de LISA
qui sera de´crite dans la sous-section 2.5.8.
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Fig. 1.4: Repre´sentation sche´matique de l’e´volution d’un syste`me binaire et de la forme d’onde
associe´e. Les trois phases sont la phase spiralante (la plus longue), la coalescence et le ring-down
(figure obtenue a` partir d’un sche´ma de Kip Thorne)
2. la coalescence : cette phase correspond a` la fusion des deux astres. Pour de´crire
cette phase, il est ne´cessaire de conside´rer la relativite´ en champ fort. Actuellement,
la seule solution pour de´crire cette phase est l’utilisation de la relativite´ nume´rique
(cf. sous-section 1.5.4).
3. la phase dite de ring-down : c’est la dernie`re phase de la vie de la binaire. Les deux
objets ont fusionne´ et n’en forment alors plus qu’un seul. Cet objet vibre en perdant
de l’e´nergie et en continuant a` e´mettre une onde gravitationnelle qui s’estompe peu
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a` peu ... jusqu’a` disparaˆıtre.
Parmi ces binaires forme´es de deux objets de masses similaires, deux grandes classes
apparaissent du fait de la varie´te´ astrophysique des objets conside´re´s : les binaires de faible
masse et les binaires “super-massives”. Ces deux types de binaires vont eˆtre maintenant
e´tudie´s d’un point de vue astrophysique . La forme de l’onde issue de ces binaires sera
traite´e dans la section 1.5.
1.4.2.1 Les binaires de masse standard
Les binaires de faible masse sont les binaires compose´es de corps dont la masse est
comprise entre moins d’une masse solaire et un millier de masses solaires, soit mA ∼
mB ∈ [0, 1M⊙, 104M⊙]. Ces objets sont des e´toiles, des naines blanches (NB), des e´toiles
a` neutrons (EN) ou des trous noirs (TN). Comme on l’a vu pre´ce´demment (cf. sous-
section 1.4.1), l’onde gravitationnelle e´mise par ce type de sources est de faible amplitude.
C’est vers la fin de vie, lorsque les deux astres sont assez proches, que l’amplitude est la plus
importante. On dit alors que le syste`me binaire est serre´. Du fait de cette faible amplitude,
ces sources pour eˆtre de´tectable par LISA, doivent se situer dans l’environnement proche
du syste`me solaire, allant de quelques kiloparsec a` l’ensemble de la Galaxie, selon les
masses conside´re´es. Pour les sources les plus massives que sont les binaires de trous noirs
de masse interme´diaire, on peut e´tendre la limite de de´tection jusqu’a` quelques centaines
de Mpc.
On estime qu’une part non-ne´gligeable des e´toiles appartient a` des syste`mes binaires.
Les e´toiles e´voluant toujours vers des naines blanches, des e´toiles a` neutrons ou des trous
noirs, la probabilite´ d’avoir des binaires forme´es de ce type de corps est importante. Les
sources gravitationnelles isole´es les plus inte´ressantes sont les EN-EN, EN-TN ou TN-TN.
Actuellement au moins 5 binaires EN-EN ont e´te´ observe´es sous forme de pulsars bi-
naires, le plus ce´le`bre e´tant le PSR 1913+16, de´couvert en 1974 par Hulse et Taylor [49],
qui a permis de mettre en e´vidence, de manie`re indirecte, l’existence des ondes gravi-
tationnelles, puisque la mesure de variation des orbites correspond au calcul the´orique
de perte d’e´nergie par rayonnement gravitationnel. Ces pulsars ne repre´sentent que 1 %
des pulsars catalogue´s car beaucoup de ces syste`mes sont inobservables dans le domaine
e´lectromagne´tique. Cela permet de penser qu’il y a un grand nombre de sources gravita-
tionnelles de ce type. Pour LISA, on e´tablit a` environ 30 le nombre de binaires connues
qui seront de´tectables. Ces binaires, dites de ve´rifications qui permettront de controˆler le
de´tecteur, sont de´taille´es dans l’article de A. Stroeer et A. Vecchio [70]. Ces sources se
re´partissent dans quatre cate´gories qui sont :
– les syste`mes binaires AM CVn, forme´s d’une e´toile de faible masse qui fournit de la
matie`re a` une naine blanche de masse e´leve´e (14 des 30 sources connues [70]),
– les syste`mes binaires forme´s de deux naines blanches (6 des 30 sources connues [70]),
– les binaires X (ultra-)compactes, forme´es d’une e´toile a` neutrons qui accreˆte la ma-
tie`re de son compagnon de faible masse (5 des 30 sources connues [70]),
– les variables cataclysmique forme´es d’une naine blanche accreˆtant la matie`re d’une
e´toile standard (5 des 30 sources connues [70]).
La coalescence de tels syste`mes binaires se situe a` des fre´quences supe´rieures au Hertz,
ce qui fait que seule la phase lentement spiralante sera visible par LISA. Lorsque ces
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syste`mes se trouvent dans la bande de fre´quence de LISA, leur e´volution est tellement lente
que l’onde est quasiment monochromatique, comme on le verra dans la sous-section 1.5.1.
A noter que l’ensemble des syste`mes binaires non de´tectables inde´pendamment ont
tout de meˆme une importance, puisqu’ils contribuent aux fonds gravitationnels discute´s
dans la sous-section 1.4.4.
Les binaires TN-TN sont forme´es par deux trous noirs (stellaires) dont la masse est
comprise entre 10 et 105 M⊙. Elles sont couramment appele´es binaires de trous noirs de
masse interme´diaire (IMBH ) de´tectables jusqu’a` plusieurs centaines de Mpc et le taux
d’e´ve´nements est e´value´ entre un et quelques dizaines par an. La de´tection de tels phe´no-
me`nes apporterait des informations capitales sur la nature meˆme des trous noirs.
1.4.2.2 Les binaires super-massives
Les binaires super-massives sont forme´es par deux trous noirs super-massifs dont la
masse de chacun est supe´rieure a` 105M⊙.
On pense aujourd’hui que ces trous noirs super-massifs (TNSM) se situent au centre
des galaxies. On estime que 70 % des galaxies [31] abritent un trou noir super-massif.
Par exemple la Voie Lacte´e a un TNSM en son centre, Sagitarus A*, dont la masse
est estime´e a` 2.6 × 106M⊙ . Ces trous noirs sont visibles au centre des galaxies car ils
accre`tent de la matie`re, ce qui provoque des e´missions dans diffe´rents domaines du spectre
e´lectromagne´tique, des jets d’AGN (Active Galactic Nucleus), etc. Mais cela n’exclut pas
l’existence de TNSM isole´ dans l’Univers. Ils auraient, par exemple, pu eˆtre e´jecte´s lors
de collisions de galaxies.
Lorsque deux galaxies abritant chacune un TNSM rentrent en collision, les deux TNSM
vont au final former un syste`me binaire qui va spiraler jusqu’a` la fusion des deux. Cette
binaire est alors un puissant e´metteur d’ondes gravitationnelles avec une amplitude telle
(cf 1.4.1) que LISA est susceptible de les de´tecter, quelque soit la distance de la source.
La fre´quence de ce type de binaires est ge´ne´ralement infe´rieure a` quelques millihertz
pour la phase spiralante, ce qui fait que LISA verra ces binaires sur la fin de leur vie.
L’onde gravitationnelle e´mise lors de la coalescence se situera en plein coeur du domaine
de de´tectabilite´ de LISA qui sera donc un de´tecteur parfaitement adapte´ a` ce type de
phe´nome`ne extreˆme. Autrement dit, si une source de ce type existe dans l’Univers, elle
sera vue par LISA .
Les implications de la de´tection de ce phe´nome`ne sont scientifiquement importantes,
non seulement pour la compre´hension de ces trous noirs mais aussi pour la cosmologie.
En effet l’observation des ondes gravitationnelles e´mises permettraient une mesure quasi-
directe de la distance de la source ainsi qu’une localisation correcte (graˆce a` l’importance
du rapport signal-sur-bruit). En identifiant l’amas de galaxies dans lequel se trouve cette
source, on aura ainsi un acce`s direct a` la valeur de la constante de Hubble H0 (H0 =
cz D, avec z le redshift et D la distance) et a` celle du parame`tre de de´ce´le´ration q0 [43].
L’observation d’une coalescence TNSM-TNSM apporterait des informations sur la nature
des TNSM mais aussi sur la relativite´ ge´ne´rale meˆme car elle implique la relativite´ ge´ne´rale
en champ gravitationnel fort.
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1.4.3 Les EMRIs
Une EMRI (Extreme Mass-Ratio Inspiral) est un syste`me binaire dont le rapport de
masses des deux objets est tre`s important (typiquement supe´rieur a` 100). Il est forme´ d’un
petit objet comme une e´toile a` neutrons, une naine blanche ou meˆme un petit trou noir,
orbitant autour d’un trou noir super-massif (Figure 1.5). Une e´toile standard ne peut pas
former une EMRI car au premier passage pre`s du trou noir elle serait de´chiquete´e par les
forces de mare´es, du fait de sa faible compacite´ et de son grand volume [81]. L’existence
Fig. 1.5: Repre´sentations d’une EMRIs. La figure de gauche repre´sente la de´formation de
l’espace-temps cause´e par un trou noir spiralant autour d’un trou noir massif. La figure de
droite repre´sente des objets compacts orbitant pre`s de l’horizon de trous noirs, le trou noir de
droite posse´dant un spin non nul c©Figure de gauche de Kip Thorne / Figure de droite de Don
Davies base´ sur un croquis de Kip Thorne
des EMRIs est tre`s probable, ne serait-ce qu’au centre meˆme de la Voie Lacte´e. Le taux
d’e´ve´nements par an est estime´, approximativement, a` 6 Gpc−3.yr−1 pour des EMRIs
impliquant une naine blanche d’environ 0.6M⊙ et un TNSM de 106 M⊙, a` 1.1 Gpc−3.yr−1
pour une e´toile a` neutrons d’environ 1.4M⊙ et un TNSM de 106 M⊙ et a` 1.1 Gpc−3.yr−1
pour un TN d’environ 10M⊙ et un TNSM de 106 M⊙. A partir de ces valeurs, on estime,
de manie`re tre`s approximative, le nombre des EMRIs que LISA verra6 : entre 1 et 100
pour des EMRIs de 0.6− 106 M⊙ et entre 500 et 1000 pour des EMRIs de 10− 106 M⊙.
[42].
La description d’une EMRI est complexe et fait l’objet de nombreuses e´tudes. En
effet, une EMRI pre´sente des phe´nome`nes ultra relativistes (vitesse proche de la vitesse
de la lumie`re c, avance´e extreˆme du pe´riastre, re´action de radiation, etc). Ce syste`me est
ge´ne´ralement de´crit par 14 parame`tres au minimum, parmi lesquels il y a les masses des
deux objets, le spin du TNSM, sa direction, de nombreux parame`tres orbitaux, etc. On
verra dans la sous-section 1.5.3 comment il est possible d’approximer la forme des ondes
gravitationnelles e´mises. L’e´tude des EMRIs est tre`s inte´ressante, car l’objet compact agit
comme une sonde qui explore la ge´ome´trie de l’espace-temps au voisinage du trou noir et
nous envoie ces informations par les ondes gravitationnelles. Ces ondes se situent dans le
6On suppose une de´tection par filtrage adapte´ dans une banque d’environ 1040 mode`le et en extrapolant
sur les capacite´s de calculs futurs.
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domaine de de´tection de LISA, ce qui en fait donc l’une des sources les plus inte´ressantes
qu’observera le de´tecteur spatial.
1.4.4 Fonds gravitationnels
Un fond gravitationnel correspond a` une e´mission d’ondes gravitationnelles diffuse,
c’est-a`-dire que l’onde ne provient pas d’une direction de´termine´e mais d’une zone “floue”,
voir de tout le ciel. Ce fond s’e´tale sur un domaine en fre´quences plus ou moins large
et s’assimile plus a` un bruit de´crit par certaines statistiques qu’a` une onde exactement
de´finie a` chaque instant. Deux types de fond se distinguent : les fonds forme´s par une
superposition de sources de´finies et les fonds d’origine cosmologique.
Les fonds issus d’une superposition d’ondes gravitationnelles sont divise´s en deux types
selon leur origine Galactique ou extra-Galactique.
1.4.4.1 Fond Galactique
Le fond Galactique est forme´ par la superposition de toutes les binaires de faible
puissance de la Galaxie. En effet, de nombreuses binaires, loin de leur coalescence, forme´es
de naines blanches, d’e´toiles standards ou d’e´toiles a` neutrons, ne sont pas de´tectables par
LISA, du fait de la faible puissance de l’onde gravitationnelle e´mise. Mais l’ensemble de
ces ondes s’additionnent pour former un fond. Le nombre de ces binaires dans la Galaxie
e´tant estime´ a` 30 millions, ce fond galactique est suffisamment important pour eˆtre bien
visible par LISA. La distribution de ces binaires n’est pas isotrope mais elle est centre´e
sur le centre Galactique, comme le montre la figure 1.6.
Fig. 1.6: Exemple de distribution des binaires composant le fond Galactique dans le ciel en
coordonne´es e´cliptiques (figure de gauche) et en coordonne´es galactiques(figure de droite). Cette
distribution est obtenue a` partir de proprie´te´s statistiques de ce fond issues d’un mode`le simplifie´
de la Galaxie qui sera pre´sente´ dans la sous-section 3.5.1 du chapitre 3.
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1.4.4.2 Fond extra-galactique
Si on conside`re non plus le domaine Galactique, mais le domaine extra-Galactique, il
existe la` aussi un fond forme´ d’une superposition d’ondes gravitationnelles. Ce fond extra-
Galactique est une des composantes du fond stochastique, la deuxie`me composante
e´tant le fond cosmologique dont il sera question dans la sous-section suivante 1.4.4.3. Le
fond extra-galactique est forme´ par la superposition des ondes gravitationnelles issues
du grand nombre de sources ayant existe´es depuis le de´but de l’activite´ stellaire et non
de´tectables inde´pendamment. Les caracte´ristiques de ce fond sont aujourd’hui encore tre`s
mal connues. On suppose que sa distribution est approximativement isotrope. Sa densite´
spectrale de puissance Sh est de´crite par l’expression suivante :
Sh(f0) =
3H20
4π2
1
f 30
ΩGW (f0) ∼ 4× 10
−37
f 30
ΩGW (f0) (1.71)
ou` H0 est la constante de Hubble (∼ 70 km/s/Mpc), f0 la fre´quence dans le re´fe´rentiel
d’observation et ΩGW (f) le parame`tre sans dimension caracte´risant le fond. Ce parame`tre
de´pend de la densite´ d’e´nergie gravitationnelle ρGW selon l’e´quation suivante :
ΩGW (f0) =
1
ρc
dρGW
d ln f0
(1.72)
ou` ρc =
3H20
8piG
est la densite´ d’e´nergie critique ne´cessaire pour avoir un Univers ferme´
aujourd’hui.
Ce fond est compose´ d’une varie´te´ importante de sources. Il comprend des sursauts de
faible temps de vie comme les fusions d’e´toiles a` neutrons ou de trous noirs, les supernovae,
les oscillations de modes, etc. Il comprend e´galement des sources pe´riodiques a` dure´e de vie
plus longue comme les pulsars, les binaires compactes au de´but de leur phase spiralante,
les EMRIs tre`s e´loigne´es, etc.
1.4.4.3 Fond cosmologique
Le fond cosmologique est compose´ d’ondes gravitationnelles dont l’origine n’est plus
une source forme´e d’objets astrophysiques mais l’Univers et son e´volution. Ce fond est la
deuxie`me composante du fond stochastique. Diffe´rents me´canismes sont implique´s dans la
formation de ce fond. Chacun d’eux se caracte´rise comme pour le fond extra-galactique par
une valeur de ΩGW intervenant dans l’expression (1.71) de la puissance gravitationnelle
du fond. L’objectif n’est pas ici de de´tailler ces me´canismes qui sont de´veloppe´s dans les
articles [25] et [53], mais juste de citer les principaux.
Un des premiers me´canismes est l’amplification des fluctuations du vide lors des tran-
sitions entre la pe´riode domine´e par les photons et celle domine´e par la matie`re. Le spectre
et l’amplitude de cette composante du fond de´pendent alors fortement des fluctuations
du spectre de puissance de´veloppe´es pendant le de´but de la pe´riode d’inflation. Certaines
estimations donnent ΩGW ∼ 10−14 − 10−13 [25] [53] au niveau de la bande de fre´quence
de LISA.
Un autre me´canisme participant au fond cosmologique est l’e´mission d’ondes gravita-
tionnelles lors des oscillations et des recombinaisons de cordes cosmiques. Sa contribution
au fond cosmologique dans la bande de LISA est estime´e a` ΩGW < 10
−9 − 10−8 [25].
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Enfin un dernier me´canisme provient des transitions de phase lors des tous premiers
instants de l’Univers. Des ondes gravitationnelles auraient alors e´te´ e´mises quand les
bulles d’une nouvelle phase grossissent et fusionnent a` grande vitesse. Cette contribution
est estime´e a` ΩGW ∼ 10−9 pour LISA.
1.5 Formes d’onde et approximation
Les sources d’OGs de´tectables par LISA sont donc pour l’essentiel des syste`mes bi-
naires forme´s de deux objets compacts. Pour les de´tecter et les e´tudier a` travers les ondes
gravitationnelles, il faut e´tablir le lien entre leurs parame`tres physiques caracte´ristiques et
la forme de l’onde gravitationnelle qu’ils ge´ne`rent. C’est un proble`me complexe qui est loin
d’eˆtre comple`tement re´solu, pour l’ensemble des types de sources. Il existe actuellement
plusieurs me´thodes qui permettent d’approximer la forme d’onde des binaires. L’utilisa-
tion de telle ou telle me´thode de´pend essentiellement du rapport de masses et du temps
restant avant la coalescence, c’est-a`-dire du fait que l’on conside`re la binaire en champ
gravitationnel plus ou moins fort.
1.5.1 Binaire “monochromatique”
Dans la sous-section 1.3.6, on a vu une estimation relativement correcte de l’ampli-
tude de l’onde e´mise par un syste`me binaire monochromatique. Dans l’e´tude des sources,
pre´sente´e dans les sous-section 1.4.1.1 et 1.4.2.1, cette approximation monochromatique
permet de de´crire l’onde e´mise par des syste`mes binaires de masse standard non-serre´s7,
c’est-a`-dire dans le de´but de leur phase spiralante, lorsque la distance entre les deux corps
est importante et varie tre`s faiblement. La coalescence se situe alors dans une gamme de
fre´quence tre`s supe´rieure a` la bande de LISA. En raison de la faiblesse de l’amplitude de
l’onde, ces sources doivent se situer dans l’environnement proche du syste`me solaire.
On va maintenant pre´senter les diffe´rentes e´tapes du calcul complet de la forme de
cette onde dans l’approximation monochromatique. La binaire peut eˆtre de´crite comme
sur la figure 1.7. Soient deux objets A et B, de masse mA et mB, se´pare´s d’une distance d.
Les vecteurs −→rA et −→rB repe`rent A et B par rapport a` O, barycentre de la binaire et centre
des re´fe´rentiels utilise´s dans la description. Le moment orbital L̂ est fixe et constitue l’axe
z de deux re´fe´rentiels : le re´fe´rentiel orbital
(−→xL,−→yL,−→L) qui est fixe et le re´fe´rentiel de la
binaire
(−→xφ,−→yφ,−→L) qui est en rotation par rapport au re´fe´rentiel orbital. −→xφ est le vecteur
unitaire de l’axe reliant B et A. L’angle de rotation φ = ̂(−→xL,−→xφ), aussi appele´ phase
orbitale, permet de repe´rer la rotation de la binaire. La binaire est observe´e depuis une
direction d’observation −→w qui correspond a` la direction source - de´tecteur. La direction
oppose´e est la direction de propagation de l’onde
−→
k = −−→w qui constitue l’axe z du
re´fe´rentiel canonique (RC) de la source
(−→p ,−→q ,−→k ). C’est dans ce re´fe´rentiel que l’onde
doit eˆtre de´crite.
7Le terme non-serre´ est attribue´ a` un syste`me binaire dont les objets sont distants, a` l’inverse d’un
syste`me binaire dit serre´, ou` les deux objets sont tre`s proches.
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r A
r B
Fig. 1.7: Description sche´matique des parame`tres d’un syste`me binaire et des re´fe´rentiels as-
socie´s. Les deux objets composant la binaire sont A et B, repe´re´s par rA et rB par rapport
a` O. Le re´fe´rentiel orbital
(−→xL,−→yL,−→L) est de´fini par rapport au moment orbital L. Le re´fe´-
rentiel
(−→xφ,−→yφ,−→L) est en rotation avec la binaire autour de −→L . Enfin le re´fe´rentiel associe´ a`
l’onde
(−→p ,−→q ,−→k ), aussi appele´ re´fe´rentiel canonique (RC), est construit sur la direction de
propagation
−→
k , vecteur unitaire oppose´ a` la direction de la source vue depuis le de´tecteur −→w .
La premie`re e´tape est le calcul du moment quadrupolaire Qij. On le calcule en utilisant
l’e´quation (1.50). La masse e´tant localise´e au niveau des deux objets, on a :
Qij = mA
(
rAirAj − r2Aδij
)
+mB
(
rBirBj − r2Bδij
)
(1.73)
O e´tant le barycentre de la binaire et −→rA et −→rB sont coline´aires a` −→xφ tels que :
−→rA = mB d
mA +mB
−→xφ = rA−→xφ et −→rB = − mA d
mA +mB
−→xφ = −rB−→xφ (1.74)
L’expression de −→xφ dans RC est :
−→xφ = cosφ −→p − sinφ cos i −→q + sinφ sin i −→k (1.75)
D’apre`s (1.73) et (1.75), on obtient donc pour le moment quadrupolaire dans RC :
Qij = Qdd
 − sin2 φ − cosφ sinφ cos i cosφ sinφ sin i− cosφ sinφ cos i sin2 φ cos2 i− 1 − sin2 φ sin i cos i
cosφ sinφ sin i − sin2 φ sin i cos i sin2 φ sin2 i− 1
 (1.76)
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ou` Qdd = mAr
2
A +mBr
2
B correspond a` l’expression (1.63).
La deuxie`me e´tape est la transformation de Qij dans la jauge transverse et sans trace
(TT) pour obtenir le moment quadrupolaire transverse et sans trace QTTij . Pour cela, on
applique l’e´quation (1.52), utilisant le projecteur P lj sur le plan (
−→p ,−→q ), orthogonal a` la
direction de propagation de l’onde
−→
k . Ce projecteur P lj est de´fini par (1.45) et dans RC−→
k = (0, 0, 1). Le moment quadrupolaire projete´ obtenu est :
QTTij =
 Q11−Q222 Q12 0Q21 −Q11−Q222 0
0 0 0
 = Qdd
 1−sin
2 φ(1+cos2 i)
2
− cosφ sinφ cos i 0
− cosφ sinφ cos i −1−sin2 φ(1+cos2 i)
2
0
0 0 0

(1.77)
La troisie`me et dernie`re e´tape est le calcul de la contrainte de l’onde, hTTij , en appliquant
la formule (1.53). Puisque l’onde est monochromatique, Qdd est constant, soit ∂
2
tQdd =
∂tQdd = 0 et la fre´quence est fixe, soit ∂
2
t φ = 0. Seul les termes en ∂tφ ne sont pas nuls. On
obtient alors une expression de la forme (1.36) ou` les deux composantes de polarisations
sont :
h+(t) =
2GQdd
r c4
(∂tφ)
2 (1 + cos2 i) cos (2φ) (1.78)
h×(t) =
4GQdd
r c4
(∂tφ)
2 cos i sin (2φ) (1.79)
D’apre`s (1.63), Qdd = ν mtot d
2 avec ν = mAmB/m
2
tot. La se´paration des deux astres
d s’exprime comme (1.67) dans l’approximation keplerienne. La phase orbitale est φ =
2πforb = 2πfOG ou` forb est la fre´quence orbitale qui est le double de la fre´quence de l’onde
fOG. La forme d’onde d’une binaire monochromatique est donc :
h+(t) = A
(
1 + cos2 i
)
cos (4πfOGt+ φ0) (1.80)
h×(t) = 2A cos i sin (4πfOGt+ φ0) (1.81)
avec
A =
2Gmtotν
r c4
(GmtotπfOG)
2
3 (1.82)
1.5.2 Approximation Post-Newtonienne (PN)
Durant sa phase spiralante, une binaire e´met des ondes gravitationnelles sur une pe´-
riode de temps tre`s longue. L’intensite´ de ces ondes augmente avec le rapprochement des
deux objets pour finalement aboutir a` une e´mission brutale au moment de la coalescence.
Cette e´volution tre`s caracte´ristique est un chirp8 croissant en fre´quence et en amplitude.
L’e´tude de la phase spiralante pre´sente donc de multiples inte´reˆts :
– le signal est re´gulier sur une longue pe´riode d’ou` une puissance inte´gre´e importante
qui favorise alors sa de´tection ;
– le suivi de la phase spiralante donne une pre´vision sur la coalescence et permet ainsi
de pre´parer sa de´tection.
8On appelle chirp, un signal continu en fre´quence et en amplitude
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La description de la forme de l’onde e´mise durant cette phase pour une binaire a` faible
rapport de masses se fait par l’approximation post-newtonienne. Cette approximation a e´te´
introduite par Luc Blanchet, Thibault Damour et Gerhard Scha¨fer en 1990 dans l’article
[20]. Elle correspond a` l’introduction de correction relativiste dans le mode`le newtonien.
Le de´veloppement de ces corrections est aujourd’hui effectue´ jusqu’a` l’ordre 3.5 PN, c’est-
a`-dire a` l’ordre relativiste (v/c)7 =
(
(v/c)2
)3.5
ou` v est la vitesse typique mise en jeu dans
le syste`me [23],[18], [21], [22], [7], [6] et [19]. On s’inte´resse ici essentiellement a` la forme
de l’onde qui sera utile autant pour la mode´lisation que pour l’analyse de donne´es.
Cette formulation analytique n’est plus valable lorsque la binaire est proche de la coa-
lescence, quelque soit l’ordre utilise´, car les deux corps sont si proches qu’il est ne´cessaire
de conside´rer la gravite´ en champ fort, ce qui n’est fait que nume´riquement aujourd’hui.
On place cette limite a` la dernie`re orbite circulaire (ICO) [19].
Comme on l’a vu dans les sections 1.4.1.1 et 1.4.2.2, l’approximation post-newtonienne
est principalement utilise´e, dans le cas de LISA, pour de´crire les ondes e´mises par des
binaires TNSM-TNSM. En effet, quand les ondes e´mises par ces sources entrent dans la
gamme de fre´quence du de´tecteur, elles sont dans une phase spiralante avance´e ou` leurs
e´volutions en fre´quence et en amplitude ne sont plus ne´gligeables.
Avant de pre´senter la forme d’onde obtenue par une approximation a` l’ordre 2.5 PN,
on introduira d’abord le mode`le post-newtonien par la pre´sentation de la forme d’onde a`
l’ordre 1 PN.
1.5.2.1 Approximation a` l’ordre 1 PN
L’approximation post-newtonienne a` l’ordre 1 PN donne un mode`le assez simple de
l’e´volution de la forme d’onde. Outre l’introduction au mode`le post-newtonien, l’inte´reˆt
de ce mode`le est sa simplicite´ qui peut permettre, par exemple, de faire une pre´-analyse
rapide.
Le calcul post-newtonien pre´sente ge´ne´ralement plusieurs harmoniques, mais dans
cette approximation, on les ne´glige toutes sauf la deuxie`me qui est la plus intense. Elle
correspond a` la fre´quence :
f(t) = 2
(
ω(t)
2π
)
(1.83)
ou` ω(t) est la fre´quence angulaire orbitale, soit ω = πfOG. Les deux composantes de
l’amplitude h+(t) et h×(t) a` l’ordre 1 PN en phase et 0 PN en amplitude, sont identiques
a` celle du cas monochromatique (1.80) et (1.81), si ce n’est que la fre´quence angulaire
orbitale φ(t) et la phase ω(t) ne sont pas constantes mais e´voluent dans le temps :
h+(t) = −2Gmtotν
c2r
(
Gmtotω(t)
c3
)2/3 (
1 + cos2 i
)
cos (2φ(t)) (1.84)
h×(t) = −2Gmtotν
c2r
(
Gmtotω(t)
c3
)2/3
(2 cos i) sin (2φ(t)) (1.85)
ou` la masse totale mtot, le rapport de masses ν, la distance source-de´tecteur r, la phase
orbitale φ(t) et l’inclinaison i sont de´finis de la meˆme manie`re que pre´ce´demment (cf.
sous-sections 1.3.6 et 1.5.1). Du fait que l’on conside`re des sources qui peuvent eˆtre tre`s
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e´loigne´es, les masses apparentes des deux corps mA et mB sont les masses de´cale´es par
effet cosmologique (masses de Schwarzschild), soit
mA,B = (1 + z) m
vrai
A,B (1.86)
ou` z est le de´calage cosmologique de la binaire. Les e´volutions de la phase orbitale et de
la fre´quence angulaire orbitale sont :
φ(t) = φcoal −
[
c3 (tcoal − t)
5GMchirp
]5/8
(1.87)
ω(t) =
c3
8GMchirp
[
c3 (tcoal − t)
5GMchirp
]−3/8
(1.88)
ou` tcoal est le temps de coalescence et Mchirp est la chirp mass de´finie par
Mchirp = µ
3/5m
2/5
tot =
(mAmB)
3/5
(mA +mB)
1/5
(1.89)
Le temps de coalescence tcoal correspond au temps se´parant l’instant t = 0, typiquement
le de´but de l’observation de la source, de la coalescence t = tcoal.
1.5.2.2 Approximation a` l’ordre 2 PN
Les articles [23],[18], [21], [22] pre´sentent le de´veloppement a` l’ordre 2.5 PN. On re-
tiendra ici uniquement la forme d’onde qui sera utilise´e pour la mode´lisation et l’analyse.
La phase φ(t) a` l’ordre 2.5 PN est :
φ(t) = ϕ(t)− 2 G mtot,t ω(t) log
ω(t)
ω0
c3
(1.90)
mtot,t = mtotG/c
3 est la masse totale dimensionne´e a` un temps. ϕ(t) et ω(t) s’expriment
comme :
ϕ(t) = −1
ν
(
τ
5/8
d + a1τ
3/8
d + a2τ
1/4
d + a3τ
1/8
d + a4 ln
τd
τ0
+
(
a5 ln
τd
256
+ a6
)
+ a7τ
−1/4
d
)
(1.91)
ω(t) = b1
(
τ
−3/8
d + b2τ
−5/8
d + b3τ
−1/2
d + b4τ
−7/8
d
)
(1.92)
La variable temporelle τd(t) diminue lorsque l’on approche de la coalescence. Elle corres-
pond a` :
τd(t) =
ν (tcoal − t)
5 mtot,t
(1.93)
Les coefficients ai et bi, dans (1.91) et (1.92) ne de´pendent que de ν et mtot, autrement
dit des masses des deux corps mA et mB. Plus pre´cise´ment seul b1 de´pend de mtot :
b1 =
1
8 mtot,t
(1.94)
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Tous les autres ne de´pendent que de ν :
a1 = a1n0 + a1n1ν a7 = a7n0 + a7n1ν + a7n2ν
2
a3 = a3n0 + a3n1ν + a3n2ν
2 b2 = b2n0 + b2n1ν
a4 = a4n0 + a1n1ν b4 = b4n0 + b4n1ν + b4n2ν
2
a6 = a6n1ν + a6n2ν
2 + a6n3ν
3
(1.95)
Sauf a2, a5 et b3 qui sont constants (CEuler = 0.5772156649... est la constante d’Euler ) :
a2 =
−3π
4
a5 =
831032450749357
57682522275840
− 53
40
∗ π2 − 107
56
CEuler +
107
448
b2 =
−3π
10
(1.96)
Dans les coefficients ai et bi, de´pendant de ν, interviennent de nombreuses constantes qui
sont :
a1n0 =
3715
8064
a1n1 =
55
96
a3n0 =
9275495
14450688
a3n1 =
284875
258048
a3n2 =
1855
2048
a4n0 = − 38645172032π a4n1 = 652048π
a6n1 = −1265100898854161798144 + 22552048π2 a6n2 = 1545651835008 a6n3 = −11796251769472
a7n0 =
188516689
173408256
π a7n1 =
488825
516096
π a7n2 =
141769
516096
π
b2n0 =
743
2688
b2n1 =
11
32
b4n0 =
1855099
14450688
b4n1 =
56975
258048
b4n2 =
371
2048
(1.97)
La fre´quence φ(t) a` l’ordre 2.5 PN pour la deuxie`me harmonique correspond a` :
f(t) =
1
π
∂φ
∂t
(1.98)
soit :
f(t) =
ν
5πmtot,t
[
1
ν
(
5
8
τ
−3/8
d +
3
8
a1τ
−5/8
d +
1
4
a2τ
−3/4
d +
1
8
a3τ
−7/8
d + a4τ
−1
d
+a5τ
−9/8
d − 18
(
a6 + a5 ln
τd
256
)
τ
−9/8
d − 14a7τ
−5/4
d
)
−2 mtot,t b1
(
3
8
τ
−11/8
d +
5
8
b2τ
−13/8
d +
1
2
b3τ
−3/2
d +
7
8
b4τ
−15/8
d
)
×
(
1 + ln
(
b1
ω0
(
τ
−3/8
d + b2τ
−5/8
d + b3τ
−1/2
d + b4τ
−7/8
d
)))]
(1.99)
Il est important de noter que la phase de l’onde, et par conse´quent sa fre´quence, ne
de´pendent que du temps de coalescence et des masses des deux corps formant la binaire.
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Les deux composantes d’amplitude h+(t) et h×(t) a` l’ordre 2 PN sont donne´es
dans l’article [23] (pages 6 et 7). Elles se de´composent en plusieurs harmoniques :
h+(t) =
2 c ν mtot,t
r
(mtot,t ω)
2/3 (h+1 cosφ+ h
′
+1 sinφ+ h+2 cos 2φ+ h+3 cos 3φ
+h′+3 sin 3φ+ h+4 cos 4φ+ h+5 cos 5φ+ h+6 cos 6φ)
(1.100)
h×(t) =
2 c ν mtot,t
r
(mtot,t ω)
2/3 (h×1 sinφ+ h
′
×1 cosφ+ h×2 sin 2φ+ h×3 sin 3φ
+h′×3 cos 3φ+ h×4 sin 4φ+ h×5 sin 5φ+ h×6 sin 6φ)
(1.101)
On retrouve ici, en facteur dans les deux expressions, le meˆme terme que dans les expres-
sions (1.84) et (1.85), de h+ et h× a` l’ordre 1 PN. Les amplitudes de chaque harmonique
sont donne´es ci-dessous. Elles s’expriment en puissances de xω = (mtot,t ω(t))
2/3 qui cor-
respondent aux diffe´rents ordres du de´veloppement Post-Newtonien 9.
h+1 = b1+b2+x
1/2
ω + d1+d2+x
3/2
ω − e4+e6+x2ω h×1 = b1×x1/2ω + d1×d2×x3/2ω + e4×e6×x2ω
h′+1 = e4+ e5+ x2ω h
′×1 = e4×e5× x2ω
h+2 = a1+ + c1+ xω − d5+ x3/2ω + e1+ x2ω h×2 = a1× + c1× xω + d5× x3/2ω + e1× x3/2ω
h+3 = −b1+b3+x1/2ω − d1+d3+x3/2ω + e4+e8+x2/3ω h×3 = −3b1×x1/2ω + d1×d3×x3/2ω + e4×e8×x2ω
h′+3 = −e4+ e7+ x2ω h′×3 = e4× e7× x2ω
h+4 = −c2+ xω + e2+ x2ω h×4 = c2× xω + e2× x2ω
h+5 = d1+d4+ x
3/2
ω h×5 = d1×d4× x
3/2
ω
h+6 = e3+ x
2
ω h×6 = e3× x
2
ω
(1.102)
Ces amplitudes de´pendent de coefficients eux-meˆme fonction de la masse totale mtot, du
rapport de masses ν, de la diffe´rence de masses δm et de l’inclinaison i du moment orbital
par rapport a` la direction de vise´e. Ils sont organise´s de la manie`re suivante : la lettre
correspond a` l’ordre du de´veloppement PN et le chiffre a` la position du terme dans les
formulations (3) et (4) de l’article [23] 10. Les premiers coefficients sont :
a1+ = −(1 + cos2 i) a1× = −2 cos i
b1+ = − sin i8 δmmtot b1× = −34 sin i cos i δmmtot
b2+ = 5 + cos
2 i ...
b3+ = 9 (1− cos2 i)
...
(1.103)
Les premiers coefficients de la deuxie`me harmonique, a1+ et a1×, sont identiques a` ceux
des formulations a` l’ordre 0 PN en amplitude, (1.84) et (1.85). On retrouve donc bien
l’ordre 0 PN dans l’ordre 2.5 PN.
Les figures 1.8 et 1.9 repre´sentent l’influence de chacune des harmoniques. On constate
que la deuxie`me harmonique est beaucoup plus intense que les autres, aussi bien pour h+
9Par exemple x
3/2
ω correspond a` l’ordre 1.5 PN
10ai+, bi+, ci+, di+ et ei+ sont les coefficients respectifs des ordres 0, 0.5, 1, 1.5 et 2 PN soit les formules
(3a), (3b), (3c), (3d) et (3e) de l’article [23].
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que pour h×. Le rapport entre la deuxie`me harmonique la plus intense et l’harmonique 2
est de plusieurs ordres de grandeur, ce qui justifie le fait de ne conside´rer que l’harmonique
2 dans l’ordre 1 PN.
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Fig. 1.8: Repre´sentation de l’amplitude de chaque harmonique intervenant dans h+ pour un
syste`me binaire typique TNSM-TNSM (masses mA = 2, 3 × 106M⊙ et mB = 1, 7 × 106M⊙,
inclinaison i = 80◦, temps de coalescence Tcoal = 4, 5× 107 et distance r = 106kpc ).
1.´107 2.´107 3.´107 4.´107
Temps HsL
-22
-21
-20
-19
-18
Log@AmplitudeD
Harm. 6
Harm. 5
Harm. 4
Harm. 3
Harm. 2
Harm. 1
Fig. 1.9: Meˆme chose que la figure 1.8 pour h×.
Les diffe´rentes harmoniques e´voluent comme des chirps croissants en amplitude et en
fre´quence. La repre´sentation temps-fre´quence 1.10 montre ces e´volutions pour un syste`me
binaire TNSM-TNSM. Une repre´sentation temps-fre´quence illustre l’e´volution de la fre´-
quence et de l’amplitude en fonction du temps. On reviendra largement sur ces e´volution
ainsi que les me´thodes utilise´es pour les obtenir dans le chapitre 4 sur l’analyse de donne´es.
Sur cette figure 1.10
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Fig. 1.10: Repre´sentation temps-frequence obtenue par la transformation en ondelettes de Mor-
let (cf. sous-section 4.4.1) du signal h+ e´mis par un syste`me binaire typique TNSM-TNSM
(masses mA = 2, 316 × 106M⊙ et mB = 1, 77 × 106M⊙, inclinaison i = 97.7◦, temps de coales-
cence Tcoal = 4, 447×107 et distance r = 1, 534×106kpc ). La ligne verticale a` 4, 5×107s est un
artefact de la repre´sentation. Ce signal a e´te´ calcule´ par le simulateur LISACode (cf. chapitre 3).
1.5.3 Forme d’onde des EMRIs
Contrairement aux binaires de rapport de masses faible que l’on vient de voir, les
binaires avec un rapport de masses e´leve´ sont plus complexes a` de´crire car l’orbite de
l’objet compact autour du TNSM est hautement relativiste. Ce sujet fait actuellement
l’objet de nombreux travaux [41] [89] [1]. En particulier, l’article de Barack et Cutler [11]
donne des expressions analytiques de l’e´volution d’une EMRI. On en reprend ici quelques
points importants pour obtenir et comprendre la forme d’onde d’une EMRI.
Dans une EMRI, le trou noir central est quasiment fixe et seul le petit objet est en
mouvement. Lors de ce mouvement, il perd de l’e´nergie sous forme d’onde gravitationnelle
et se rapproche peu a` peu du trou noir. L’onde gravitationnelle e´volue donc comme un
chirp. Son e´mission est dissyme´trique car l’orbite est fortement excentrique et l’intensite´
de l’onde est plus importante au pe´riastre, ou` l’interaction est plus forte qu’a` l’apoastre.
L’orbite e´tant fortement relativiste, elle n’est pas ferme´e et le pe´riastre avance dans le
temps. Cette avance´e est de´crite par le rapport R entre la fre´quence orbitale radiale φ˙mean,
c’est-a`-dire la fre´quence du mouvement sur une ellipse ke´plerienne, et la fre´quence orbitale
azimutale γ˙, c’est-a`-dire la fre´quence du mouvement du pe´riastre. Pour une EMRI, on a
typiquement R entre 1.5 et 3.5. Le spin du trou noir
−→
S influence e´galement l’orbite par un
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effet de Lense-Thirring11. Il existe un couplage spin-orbite avec pre´cession de
−→
L autour
de
−→
S qui cre´e une modulation basse-fre´quence sur l’onde gravitationnelle. A la fin de
la vie de l’EMRI, l’objet compact tombe dans le trou noir. La dernie`re orbite stable se
situe a` 5M 12 de l’horizon du trou noir car ensuite la barrie`re centrifuge dans le potentiel
s’e´croule a` mesure que le syste`me e´met des ondes gravitationnelles.
Une EMRI est de´crite par 14 parame`tres physiques qui sont :
– deux masses : mA et mB
– position de la source dans le ciel : β et λ (ou θS et φS),
– distance au de´tecteur : r,
– spin13 et sa direction : S, θK et φK ,
– direction de
−→
L par rapport a`
−→
S : λ,
– excentricite´ initiale : e0,
– position initiale repe´re´e par trois parame`tres angulaires : φ0, γ0 et α0
– temps initial : t0
Les parame`tres qualitativement significatifs sont : e0 qui donne la forme ge´ne´rale de l’onde,
le produit scalaire
−→
L .
−→
S , faisant intervenir S, θK , φK et λ, qui donne une modulation basse
fre´quence d’autant plus grande que ce produit scalaire est grand, et les deux masses qui
fixent l’amplitude et la fre´quence.
Plus de de´tails sur les e´quations de cette mode´lisation sont donne´s dans l’article de
Barack et Cutler [11].
1.5.4 Relativite´ nume´rique
La coalescence de deux trous noirs super-massifs est de´crite par la relativite´ en champ
fort. Le calcul de la forme de l’onde correspondante ne s’effectue plus a` partir de de´-
veloppement analytique mais utilise la relativite´ nume´rique pour re´soudre les e´quations
d’Einstein. Ce type de calculs fait actuellement l’objet de nombreuses e´tudes et de simu-
lations tre`s lourdes [9], [46], [50] et [44]. C’est un sujet complexe notamment en raison
de la singularite´ des trous noirs, des possibles divergences, ou encore de la de´termination
de conditions initiales. La figure 1.12 pre´sente les re´sultats d’un calcul effectue´ pour une
e´quipe ame´ricaine.
11La trajectoire du petit objet ne peut rester purement radiale et a tendance a` s’enrouler dans le sens
de rotation du trou noir. Plus de de´tails sont donne´s dans le chapitre 5.6.2 du cours [45]
12 αdM est une unite´ de distance couramment utilise´e autour d’un trou noir. La distance est x = αdRS
ou` RS = 2GM/c
2 est le rayon de Schwarzchild du trou noir. En utilisant la convention G = c = 1, cette
distance ne de´pend plus que de la masse.
13Le spin s’exprime en fonction du spin maximal du trou noir qui correspond a` celui d’un trou noir
dont l’horizon tourne a` la vitesse c. Le spin est donc a`
S = αS Smax = αSJω = 2αS
GM2
c
(1.104)
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Fig. 1.11: Repre´sentation de la trajectoire de l’objet compact, en haut, et des deux composantes
de l’OG, en bas, pour une EMRI dont les parame`tres sont : masses mA = 10 × 106M⊙ et
mB = 10
6M⊙, spin S = 0, 8, cos θS = 0, 38, φS = 198◦, distance r = 100Mpc, temps initial
t0 = 0, position initiale φ0 = γ0 = α0 = 0, fre´quence initiale ν0 = 0, 0135, excentricite´ e0 = 0, 4
et position de la source cos θK = 0, φK = 0
◦, temps final tend = 2×103 s. Le graphique de gauche
est vu d’un point situe´ au dessus du plan orbital qui bouge avec le plan alors que le graphique
de droite est vu depuis le de´tecteur. Ces re´sultats ont e´te´ obtenus en utilisant le programme,
CodeEMRI, e´crit par P. Grandcle´ment et modifie´ a` l’APC (cf. sous-section 3.5.3.2).
Fig. 1.12: Trajectoires (a` gauche) et forme d’onde (a` droite) obtenues par des simulations
nume´riques pre´sente´es dans l’article [9] pour la coalescence de deux trous noirs super-massifs.
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1.6 La detection des ondes gravitationnelles
Lors de son passage en un point donne´, l’onde gravitationnelle de´forme localement
l’espace-temps. Cette de´formation est e´quivalente a` une variation relative de distance.
1.6.1 Phe´nome`ne induit par l’onde gravitationnelle
Dans la partie sur les proprie´te´s des ondes gravitationnelles de la sous-section 1.2.2.3,
on a pre´sente´ les diffe´rents types de de´formation d’un anneau de particules-test en fonction
de la polarisation de l’onde gravitationnelle. En effet, une onde gravitationnelle de´forme
les distances lors de son passage. Dans cette partie, on montrera rapidement le phe´nome`ne
induit par l’onde qui permettra de la de´tecter. Plus de de´tails sur ces calculs sont donne´s
dans le chapitre 6.4 dans le cours [45].
On conside`re une particule dont l’e´quation des ge´ode´siques, parame`tre´e par τ , est :
d2xλ
dτ 2
+ Γλµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 0 (1.105)
On suppose qu’avant l’arrive´e de l’onde gravitationnelle, la particule est immobile donc
dxi/dτ = 0. L’e´quation (1.105) devient alors :
d2xi
dτ 2
+ Γi00
dx0
dτ
dx0
dτ
= 0 (1.106)
Le symbole de Christoffel de´fini en (1.12) donne en premie`re approximation :
Γi00 =
1
2
(
2 ∂0 h
TT i
0 − ∂i hTT00
)
+O (h2) (1.107)
Or dans l’expression de hTTαβ de´fini en (1.36), les composantes h
TT i
0 et h
TT
00 sont nulles
donc au final l’e´quation (1.106) est :
d2xi
dτ 2
= 0 (1.108)
ce qui signifie que l’acce´le´ration est nulle et donc que la particule ne “bouge” pas lors
du passage de l’onde. Cependant, il y a quand meˆme un effet physique car ce sont les
coordonne´es qui ne bougent pas, soit xi = 0, mais les distances varient !
Pour illustrer la variation de distance lors du passage d’une onde gravitationnelle, on
conside`re deux masses A et B en chute libre et un observateur sur A chronome`tre le
temps d’aller-retour d’un faisceau lumineux (cf. figure 1.13). Le faisceau e´tant e´mis de
A au temps t1, re´flechi par B, puis rec¸u par A au temps t2, la distance L entre les deux
masses est de´fini par :
L =
c
2
(t2 − t1) (1.109)
En utilisant l’invariance de l’intervalle spatio-temporelle et (1.109), cette distance s’ex-
prime en fonction du tenseur me´trique comme :
L =
√
gαβ (xαA − xαB)
(
xβA − xβB
)
(1.110)
48 1. Les ondes gravitationnelles
Fig. 1.13: Diagramme d’espace (en haut) et d’espace-temps (en bas) illustrant une mesure de
la variation de distance entre deux masses ponctuelles.
On pose que les coordonne´es de A sont (0, 0, 0). En utilisant la de´finition de la perturba-
tion (1.2), on obtient :
L =
√(
ηij + hTTij
)
xiB x
j
B (1.111)
Soit le vecteur −→n joignant A a` B et L20 = ηijxiBxjB. Les coordonne´es de B s’expriment
alors comme xiB = L0 n
i. La distance L est alors, au premier ordre d’approximation :
L = L0
(
1 +
1
2
hTTij n
i nj
)
(1.112)
Ce qui donne une variation relative de fre´quence induite par le passage de l’onde gravita-
tionnelle de :
δL
L
=
1
2
hTTij n
i nj (1.113)
La de´formation d’un ensemble de particules lors du passage de l’onde se visualise
en utilisant les coordonne´es de Fermi qui sont des coordonne´es “physiques” de´finies par
x̂0/c le temps propre de l’observateur et x̂i/c les longueurs physiques suivant trois axes
orthonorme´es fixes. Les coordonne´es physiques d’une particule de coordonne´es xi, au
voisinage de l’observateur, sont [45] :
x̂i(t) = xi +
1
2
hTT (t, 0) xi (1.114)
Dans le cas d’une onde plane monochromatique de pulsation ω, d’amplitudes constantes
h+0 et h×0 et se propageant vers z, les composantes d’espace de particule sont alors :
x̂(t) = x+
1
2
(h+0 x+ h×0 y) e
iωt (1.115)
x̂(t) = y +
1
2
(h×0 x− h+0 y) eiωt (1.116)
x̂(t) = z (1.117)
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Selon les valeurs de h+0 et h×0, on obtient les de´formations de l’ensemble de particules
comme par exemple les de´formations e+ et e× de l’anneau de particules-test qui avaient
e´te´ pre´sente´es sur la figure 1.1.
Il est ainsi possible de de´tecter le passage d’une onde gravitationnelle par une mesure
des temps de parcours d’un e´change de faisceaux lumineux entre des masses en chute libre.
1.6.2 Re´ponse d’un bras
Apre`s ces conside´rations assez ge´ne´rales sur les variations de temps de parcours, on
conside`re, a` pre´sent, l’e´tude rigoureuse du phe´nome`ne induit par l’onde sur le faisceau lors
de sa propagation sur un trajet entre deux points, ce trajet e´tant appele´ un bras. C’est ce
phe´nome`ne qui sera a` la base de la de´tection des ondes gravitationnelles par LISA comme
on le verra dans le chapitre 2. Le de´veloppement de la re´ponse d’un bras est pre´sente´ dans
l’article de Dhurandhar, Nayak, et Vinet [34].
1.6.2.1 De´finition et position du bras
On appelle bras un faisceau laser se propageant entre 2 points de l’espace. L’e´metteur
est repe´re´ dans le re´fe´rentiel barycentrique par −→r em et le re´cepteur par −→r rec. Cet en-
semble est appele´ ge´ne´ralement un bras et comme on le verra dans le chapitre suivant(cf.
sous-section 2.1.2), LISA dispose de 3 bras. La longueur du bras est L = |−→r rec −−→r em|.
La direction du bras est caracte´rise´e par un vecteur unitaire −→n = (−→r rec −−→r em) /L.
1.6.2.2 Position de la source et re´fe´rentiel associe´
Le repe`re de base utilise´ pour de´finir les positions et les directions est le repe`re bary-
centrique (RB). C’est un repe`re orthonorme´ centre´ sur le Soleil. Son axe x pointe dans la
direction du point vernal γ, direction de´finie comme la direction Terre-Soleil a` l’e´quinoxe
de printemps, le point vernal e´tant le croisement entre l’e´cliptique et l’e´quateur ce´leste.
L’axe z pointe vers le poˆle e´cliptique et donc x et y appartiennent au plan de l’e´cliptique.
Enfin y comple`te cette base directe.
La direction de la source a` l’observateur dans le re´fe´rentiel barycentrique est −→w , de´finie
par les deux angles e´cliptiques que sont la de´clinaison β et la longitude e´cliptique λ comme
sur la figure 1.14 . La direction de propagation de l’onde
−→
k est, par de´finition, la direction
oppose´e a` la direction de la source. Elle est de´finie de la meˆme manie`re dans le re´fe´rentiel
barycentrique par les angles βk et λk. La direction de propagation de l’onde peut e´galement
eˆtre repe´re´e par la colatitude θ et la longitude φ. Les relations entre ces angles sont donne´es
par les relations suivantes :
β = −βk
λ = λk + π
et
βk = π/2− θ
λk = φ
⇒ β = θ − π/2
λ = φ+ π
ou
θ = β + π/2
φ = λ− π (1.118)
Les vecteurs −→w et −→k sont donc de´crits par :
−→w = −−→k =
 − sin θ cosφ− sin θ sinφ
− cos θ
 =
 cos β cosλcos β sinλ
sin β
 (1.119)
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On construit un re´fe´rentiel associe´ a` la direction de propagation (
−→
θ ,
−→
φ ,
−→
k ) dont les
deux axes appartenant au plan transverse sont
−→
θ et
−→
φ :
−→
θ =
∂
−→
k
∂θ
= −∂
−→w
∂β
=
 cos θ cosφcos θ sinφ
− sin θ
 =
 sin β cosλsin β sinλ
− cos β
 (1.120)
−→
φ =
1
sin θ
∂
−→
k
∂φ
=
−1
cos β
∂−→w
∂λ
=
 − sinφcosφ
0
 =
 sinλ− cosλ
0
 (1.121)
Ce re´fe´rentiel (
−→
θ ,
−→
φ ,
−→
k ) est appele´ Re´fe´rentiel Observationnel (RO).
 
Fig. 1.14: Description sche´matique des parame´tres de position de l’OG et des repe`res. La
direction de la source est de´crite par la de´clination β et la longitude e´cliptique λ. (
−→
θ ,
−→
φ ,
−→
k )
de´fini le Re´fe´rentiel Observationnel (RO), c’est-a`-dire le re´fe´rentiel construit sur la direction de la
source. Dans ce repe´re
−→
θ est sur un me´ridien. (−→p , −→q , −→k ) de´finit le Re´fe´rentiel Canonique(RC).
ψ est l’angle de polarisation, c’est-a`-dire l’angle entre les deux re´fe´rentiels RO et RC.
1.6.2.3 Onde gravitationnelle et re´fe´rentiel associe´
On conside`re une onde gravitationnelle dont les deux composantes de polarisation sont
hS+ et hS× (l’indice S indique que l’on se place dans le re´fe´rentiel de la source). Comme on
l’a montre´ dans la sous-section 1.2, la perturbation de l’espace-temps induite par l’onde
est de´crite par le tenseur transverse et sans trace (jauge ”TT”) d’expression (1.36). On
conside`re le Soleil comme re´fe´rence des temps pour l’onde. La de´formation de l’espace au
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point −→r a` l’instant t correspond alors a` :
hij(t) = hS+
(
t−
−→
k .−→r
c
)
(pipj − qiqj) + hS×
(
t−
−→
k .−→r
c
)
(piqj + pjqi) (1.122)
−→
k .−→r exprime le retard a` l’instant de passage au niveau du Soleil. −→p et −→q sont deux
vecteurs unitaires et orthogonaux qui expriment la polarisation de la source. Ils corres-
pondent a` uαp et uαq de´finis en 1.2.2.2 de telle sorte que dans le re´fe´rentiel orthonorme´
(−→p ,−→q ,−→k ), le tenseur de l’onde gravitationnelle hij s’exprime comme :
hij =
 hS+ hS× 0hS× −hS+ 0
0 0 0
 (1.123)
Ce re´fe´rentiel (−→p ,−→q ,−→k ) est appele´ Re´fe´rentiel Canonique (RC). On rappelle, a` cette
occasion, que l’onde est transverse, c’est a` dire kihij = 0, et de trace nulle,
∑3
i=1 hii = 0.
On veut maintenant connaˆıtre la de´formation de l’espace h(t) due au passage de l’onde
gravitationnelle dans une direction donne´e −→n , qui correspond dans notre cas a` la direction
du bras. Il faut donc projeter la de´formation de l’espace-temps le long de cette direction.
Pour cela, on de´finit les deux fonctionnelles ξ+(
−→u ,−→v ,−→n ) et ξ×(−→u ,−→v ,−→n ) par :{
ξ+(
−→u ,−→v ,−→n ) = (−→u .−→n )2 − (−→v .−→n )2
ξ×(
−→u ,−→v ,−→n ) = 2 (−→u .−→n ) (−→v .−→n ) (1.124)
Il est alors possible14 d’exprimer l’amplitude relative de la de´formation dans la direction−→n due a` l’onde gravitationnelle, H, sous la forme (1.125) :
H(t) = hijn
inj = hS+(t) ξ+(
−→p ,−→q ,−→n ) + hS×(t) ξ×(−→p ,−→q ,−→n ) (1.125)
1.6.2.4 Angle de polarisation
Par l’e´quation (1.125), on a la de´formation selon −→n dans la base (−→p ,−→q ,−→k ), c’est-
a`-dire une base propre a` l’onde. Il faut donc maintenant l’exprimer dans le re´fe´rentiel
barycentrique, c’est-a`-dire dans la base (
−→
θ ,
−→
φ ,
−→
k ), soit sous la forme :
H(t) = hB+(t) ξ+(
−→
θ ,
−→
φ ,−→n ) + hB×(t) ξ×(−→θ ,−→φ ,−→n ) (1.126)
Les indices B signifient que l’on se place dans le re´fe´rentiel barycentrique.
14 Pour valider le changement de forme, il faut ve´rifier l’e´quivalence entre hS+(t)ξ+(
−→p ,−→q ,−→n ) +
hS×(t)ξ×(
−→p ,−→q ,−→n ) et [hS+(t) (pipj − qiqj) + hS×(t) (piqj − pjqi)]ninj :
On a −→p .−→n = pini et −→q .−→n = qini donc
(pipj − qiqj)ninj = pinipjnj − qiniqjnj = (−→p .−→n )2 − (−→q .−→n )2 = ξ+(−→p ,−→q ,−→n )
(piqj + pjqi)n
inj = pin
iqjn
j + pjn
jqin
i = 2 (−→p .−→n ) (−→q .−→n ) = ξ×(−→p ,−→q ,−→n )
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Pour passer des hB+, hB× (base (
−→
θ ,
−→
φ ,
−→
k )) aux hS+, hS× (base (
−→p ,−→q ,−→k )), il faut
effectuer une rotation entre les deux bases d’axe
−→
k et d’angle ψ comme illustre´ sur la
figure 1.14 , ce qui donne les relations :{
hB+ = cos 2ψ hS+ + sin 2ψ hS×
hB× = − sin 2ψ hS+ + cos 2ψ hS× (1.127)
C’est cet angle de rotation ψ que l’on appelle angle de polarisation.
Les composantes des vecteurs −→p et −→q sont donne´es en fonction de ψ, θ et φ ou ψ, β
et λ par :
−→p = cosψ −→θ − sinψ −→φ (1.128)
=
 cos θ cosφ cosψ + sinφ sinψcos θ sinφ cosψ − cosφ sinψ
− sin θ cosψ
 =
 sin β cosλ cosψ − sinλ sinψsin β sinλ cosψ + cosλ sinψ
− cos β cosψ

−→q = sinψ −→θ + cosψ −→φ (1.129)
=
 cos θ cosφ sinψ − sinφ cosψcos θ sinφ sinψ + cosφ cosψ
− sin θ sinψ
 =
 sin β cosλ sinψ + sinλ cosψsin β sinλ sinψ − cosλ cosψ
− cos β sinψ

1.6.2.5 Construction du signal sur un bras : temps retarde´
On conside`re un photon d’un faisceau laser issu du satellite SCem a` la position
−→r em,
se propageant sur un laps de temps dt le long du bras de direction −→n et de longueur L,
et rec¸u par le satellite SCrec a` la position
−→r rec. Ses coordonne´es ve´rifient l’e´quation15 :
0 = ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 + hijdxidxj (1.130)
Si on parame`tre le trajet de SCem a` SCrec par le parame`tre λ, on a :
−→r = −→r em + λ−→n (λ ∈ [0, L]) (1.131)
d−→r = dr −→n = dλ −→n (1.132)
De plus, puisque dr2 = dx2 + dy2 + dz2, l’e´quation (1.130) peut s’e´crire :
0 = dt2 − dλ2 + hijninjdλ2 (1.133)
On a alors :
dλ2 =
dt2
1− hij(tref )ninj (1.134)
dλ =
dt√
1− hij(tref )ninj
(1.135)
≈ dt
[
1 +
1
2
hij(tref )n
inj
]
(1.136)
15l’e´le´ment de longueur de l’espace-temps est nul pour un photon.
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Le temps de re´fe´rence t est l’instant de passage de l’onde au barycentre du syste`me solaire
donc tk = t−−→k .−→r /c. Puisque H(t) = hij(t)ninj, on a :
dλ = dt
[
1 +
1
2
H
(
t−
−→
k .−→r
c
)]
(1.137)
Si on appelle tr le temps d’e´mission du photon (temps retarde´) et t la date courante,
le vecteur −→r qui apparaˆıt dans l’argument de H peut eˆtre parame´tre´ comme :
−→r = −→r em + (t− tr)−→n (1.138)
En effet, a` l’e´mission t = tr donc
−→r = −→r em et a` la re´ception t = tr + L/c donc :
−→r = −→r em + (L/c)−→n (1.139)
On inte`gre (1.137) :
L
c
=
∫ t
tr
dt′
[
1 +
1
2
H
(
t′ −
−→
k .−→r em
c
− (t′ − tr)−→k .−→n
)]
(1.140)
L
c
= t− tr + 1
2
∫ t
tr
dt′H
(
t′
(
1−−→k .−→n
)
−
−→
k .−→r em
c
− tr −→k .−→n
)
(1.141)
tr = t− L
c
+
1
2
∫ t
tr
dt′H
(
t′
(
1−−→k .−→n
)
−
−→
k .−→r em
c
− tr −→k .−→n
)
(1.142)
Au premier ordre tr ≈ t− L/c, ce qui donne l’expression du temps retarde´ :
tr = t− L
c
+
1
2
∫ t
t−L/c
dt′H
(
t′
(
1−−→k .−→n
)
−
−→
k .−→r em
c
−
(
t− L
c
)−→
k .−→n
)
(1.143)
1.6.2.6 Re´ponse d’un bras du domaine temporelle au domaine fre´quentiel
On de´finit la transforme´e de Fourier comme :
x˜(f) =
∫ +∞
−∞
dtx(t)e−2ipift =
∫ +∞
−∞
dtx(t)e−iωt (1.144)
(avec ω = 2πf).
On pose
H(t) =
∫
R
dωH˜(ω)eiωt (1.145)
La valeur du temps retarde´ tr en fonction de la date courante t, au premier ordre en h,
est :
tr = t− L
c
+
1
2
∫
R
dωH˜(ω)
∫ t
t−L/c
dt′ exp
[
iω
(
1−−→k .−→n
)
t′ − iω
−→
k .−→r em
c
+ iω
−→
k .−→n
(
t− L
c
)]
(1.146)
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Soit :
tr = t− L
c
+
1
2
∫
R
dω H˜(ω) eiωt
e−iω
−→
k .−→r rec
c − e−iω
„
−→
k .−→r em
c
+L
c
«
iω
(
1−−→k .−→n
) (1.147)
La phase du faisceau laser de fre´quence nominale ν0 est de´finie par :
φ(t) = 2 π ν0 tr (1.148)
Sa fre´quence fluctuante est :
ν(t) =
1
2π
dφ(t)
dt
= ν0
dtr
dt
(1.149)
On exprime alors la variation relative de fre´quence comme :
δν
ν0
(t) =
ν(t)− ν0
ν0
=
dtr
dt
− 1 (1.150)
soit
δν
ν0
(t) =
1
2
(
1−−→k .−→n
) ∫
R
dωH˜(ω)eiωt
[
e−iω
−→
k .−→r rec
c − e−iω
„
−→
k .−→r em
c
+L
c
«]
(1.151)
car
˜(dx(t)
dt
)
= iω x˜(f) .
Dans le domaine de Fourier, la variation relative de fre´quence est :
δ˜ν
ν0
∣∣∣∣∣
rec
(f) = H˜(ω)
1
2
(
1−−→k .−→n
) [e−iω−→k .−→r recc − e−iω„−→k .−→r emc +Lc «] (1.152)
Si on revient dans le domaine temporel pour l’e´quation (1.152), on obtient l’expression
du signal que produit l’onde gravitationnelle sur le faisceau se propageant selon le bras
est :
δν
ν0
(t) =
1
2
(
1−−→k .−→n
) [H (t− −→k .−→r rec
c
)
−H
(
t−
−→
k .−→r em
c
− L
c
)]
(1.153)
Ou` H(t) est donne´ par 1.125 ou 1.126. Il faut bien noter ici que
−→
k est la direction de
propagation de l’onde, soit le vecteur oppose´ a` la direction de la source.
1.6.2.7 Re´ponse d’un bras a` plusieurs ondes gravitationnelles
S’il y a plusieurs ondes gravitationnelles, le signal gravitationnel induit sur le faisceau
se propageant le long du bras, correspond a` la somme des variations relatives de fre´quence
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cre´e´es par chaque onde. Le signal gravitationnel au niveau de la mesure du faisceau faite
par le re´cepteur, est :
s OG(t) =
NOG∑
j=1
δν
ν0(t)
∣∣∣∣
j
(1.154)
c’est-a`-dire pour un bras donne´ :
s OGbras (t) =
∑NOG
j=1
1
2(1−
−→
k j .
−→n bras)
[
Hj,bras
(
t−
−→
k j.
−→r rec,bras
c
)
−Hj,bras
(
t−
−→
k j.
−→r em,bras
c
− Lbras
c
)]
(1.155)
avec :
Hj,bras(t) = hB+,j(t) ξ+(
−→
θj ,
−→
φj ,
−→n bras) + hB×,j(t) ξ×(−→θj ,−→φj ,−→n bras) (1.156)
La re´ponse d’un bras (1.155) est la formulation analytique du de´calage en fre´quence d’un
faisceau laser se propageant entre deux points distants.
En conclusion, c’est ce phe´nome`ne physique mesurable, induit par un ensemble d’ondes
gravitationnelles, qui est a` la base du syste`me de de´tection que l’on pre´sentera dans la
suite.
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Chapitre 2
Le projet LISA
LISA, ”Laser Interferometer Space Antenna”, est un de´tecteur spatial d’ondes gravita-
tionnelles. C’est un projet international finance´ par l’ESA et la NASA, auquel participent
des laboratoires europe´ens et ame´ricains.
La description de LISA faite dans ce chapitre n’est pas une description technique
rigoureuse mais une description de principe, en vue de sa mode´lisation qui sera pre´sente´e
dans le chapitre 3. La mission e´tant actuellement en fin de phase A1, sa formulation
n’est pas finalise´e notament au niveau du de´tail des satellites et des bancs optiques qu’ils
contiennent. Des descriptions beaucoup plus comple`tes de la mission et de ses objectifs
sont faites dans les diffe´rents rapports [15], [8], [57] et [37].
Dans ce chapitre, nous introduirons dans la premie`re partie le concept de LISA en
conside´rant les points spe´cifiques d’un interfe´rome`tre spatial. Puis le positionnement des
satellites sera explicite´ dans une deuxie`me partie. Ensuite, dans une troisie`me partie, nous
exposerons les diffe´rents bruits susceptibles de perturber les mesures, avant le principe des
mesures d’interfe´rome´trie dans LISA et nous finirons ce chapitre par l’explication d’une
me´thode (TDI ) ne´cessaire a` l’e´limination d’un des bruits les plus importants dans LISA,
c’est a` dire le bruit laser.
2.1 Le concept de LISA
Les ondes gravitationnelles pre´sente´es dans le chapitre 1 sont des de´formations de
l’espace-temps qui induisent une variation relative de distance particulie`rement faible. Il
est donc tre`s difficile de les de´tecter et par conse´quent les de´tecteurs d’ondes gravitation-
nelles sont des instruments complexes.
Dans cette partie, on pre´sentera les de´tecteurs terrestres existants, pour ensuite exposer
le concept du de´tecteur spatial LISA.
1L’avancement des projets dans le domaine spatial est de´compose´ en phase qui vont de A a` F. La
phase A est la phase d’e´tude de de´finition pre´liminaire.
58 2. Le projet LISA
2.1.1 Des de´tecteurs terrestres a` LISA ...
Les premiers projets de de´tecteurs d’ondes gravitationnelles remontent aux anne´es
1960 [87]. Ils sont essentiellement terrestres et peuvent eˆtre classe´s en deux cate´gories :
les barres re´sonnantes et les interfe´rome`tres.
D’une part, les de´tecteurs a` barre re´sonnante consistent en une mesure directe de
la de´formation d’un solide qui entre en re´sonance avec les ondes gravitationnelles qui le
traversent. La fre´quence des OGs auxquelles ce type de de´tecteur est sensible est de´ter-
mine´e par la taille du solide. Il existe actuellement plusieurs de´tecteurs de ce type dans
le monde : AURIGA (INFN Italy, 1997), EXPLORER (CERN) et NAUTILUS (INFN
Italy). Ces de´tecteurs sont sensibles a` haute fre´quence dans une bande de fre´quences tre`s
limite´e.
D’autre part, les de´tecteurs interfe´rome´triques de type Michelson sont forme´s de deux
bras orthogonaux de meˆme longueur. Un faisceau laser est divise´ en deux. Chaque faisceau
effectue un aller-retour sur un bras de l’interfe´rome`tre puis les deux faisceaux interfe`rent
a` leur retour. Le syste`me est cale´ sur la frange d’interfe´rence noire. Lors du passage d’une
onde gravitationnelle, les longueurs des deux bras varient, ce qui induit une diffe´rence
de chemin optique et donc un de´calage de la frange. La mesure de ce de´calage permet
de de´tecter le passage de l’onde gravitationnelle. Bien entendu, les de´tecteurs existants
sont un peu plus complexes que dans cette description succincte. Il existe cinq de´tecteurs
interfe´rome´triques :
– Virgo : un interfe´rome`tre avec des bras de trois kilome`tres de longueur a` Pise(Italie)
(cf. figure 2.1),
– LIGO : trois interfe´rome`tres, dont un de quatre kilome`tres et un de deux kilome`tres
a` Handford et un de quatre kilome`tres a` Livingston (USA),
– GEO : un interfe´rome`tre de six cents me`tres a` Hannovre (Allemagne),
– TAMA : un interfe´rome`tre de trois cents me`tres a` Mitaka (Japon).
Ces de´tecteurs sont sensibles dans une bande de fre´quence gravitationnelle relativement
large, c’est-a`-dire de quelques hertz a` plusieurs milliers de hertz. Les ondes gravitation-
nelles potentiellement de´tectables sont issues de phe´nome`nes violents d’une dure´e limite´e
a` quelques secondes. Ce sont essentiellement des coalescences d’objets compacts (naines
blanches et e´toiles a` neutrons), ou des supernovae.
Le proble`me des interfe´rome`tres terrestres est qu’il leur est impossible de de´tecter
des ondes gravitationnelles en dessous d’une certaine fre´quence. En effet, a` l’extre´mite´
de chaque bras, le faisceau est re´fle´chi par un miroir. C’est la position de ce miroir qui
sert de re´ference a` la de´tection de l’onde gravitationnelle. Il ne doit donc subir que la
gravitation. Or il existe de nombreuses sources de perturbations, une des principales e´tant
les bruits sismiques. Pour re´duire ces perturbations, le miroir est maintenu par un syste`me
d’amortissement extreˆmement complexe, qui ne parvient pas a` e´liminer les bruits sismiques
de fre´quence infe´rieur a` 1 Hertz.
Il existe pourtant de nombreux phe´nome`nes astrophysiques inte´ressants qui e´mettent
des ondes gravitationnelles de fre´quences infe´rieures au hertz. L’une des fac¸ons de se
soustraire a` la limite basse fre´quence, et plus pre´cise´ment de tout bruit sismique, est donc
d’aller dans l’espace. C’est l’ide´e du projet LISA (cf. figure 2.1).
2.1. Le concept de LISA 59
Fig. 2.1: Photo de l’interfe´rome`tre au sol VIRGO (a` gauche) et dessin d’artiste du projet LISA
(a` droite). c©VIRGO / LISA
2.1.2 ... Un de´tecteur spatial
LISA est un interfe´rome`tre spatial. Pour placer un interfe´rome`tre dans l’espace, il faut
e´videment un e´metteur-re´cepteur du faisceau laser sur deux bras ainsi qu’un miroir a` l’ex-
tre´mite´ de chaque bras, soit trois satellites avec deux liens laser. Dans cette configuration,
il est possible de faire un troisie`me lien entre les deux miroirs, puisque dans l’espace cela
n’entraˆıne aucune difficulte´ supple´mentaire, si ce n’est l’e´mission et la re´ception des fais-
ceaux. Pour former plusieurs interfe´rome`tres “Michelson”, tous ces liens sont de la meˆme
taille. Ce qui aboutit a` une formation en triangle e´quilate´ral. LISA est donc constitue´ de
3 satellites identiques qui forment un triangle quasi-e´quilate´ral en orbite autour du soleil.
Les conventions sur la nume´rotation des bras et des bancs optiques sont indique´es sur la
figure 2.2 .
2.1.2.1 Quelle longueur de bras ?
Comme pour toute de´tection de fre´quence, il faut que la longueur des bras soit de
l’ordre de grandeur de la longueur d’onde de l’onde. On de´finit la fre´quence du bras
comme fbras = c/L. Lorsqu’une onde gravitationnelle passe au niveau d’un bras, elle
modifie la distance que parcourt le faisceau laser entre les deux satellites, comme on l’a
vu dans la partie 1.6.2. Selon la fre´quence de l’onde, fOG, la de´tection est plus ou moins
de qualite´. En effet, pour :
– fOG = n fbras ou` n est un entier positif supe´rieur ou e´gal a` 1 : il n’y a pas de
variation apparente de distance et donc pas de de´tection. Il va de soit qu’avec une
longueur de bras multiple de la longueur d’onde, l’onde n’est pas de´tectable.
– fOG ≥ 2fbras : l’onde gravitationnelle est difficilement de´tectable, car plusieurs cycles
ont pu s’e´couler pendant le parcours du faisceaux.
– fOG < fbras : l’onde est toujours de´tectable jusqu’a` plusieurs ordres de grandeur de
diffe´rence entre fOG et fbras, car on est toujours sur le meˆme cycle et la variation de
distance reste de´tectable jusqu’a` des fre´quences assez basses meˆme si la re´ponse a`
l’onde diminue avec la diminution de cette fre´quence.
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Fig. 2.2: Repre´sentation sche´matique des trois satellites de LISA ou` figurent les conventions sur
la nume´rotation des bras et des bancs optiques, ainsi que le sens du vecteur normal de chaque
bras. Les notations sans prime pour les bancs optiques et les e´le´ments qu’ils contiennent, se
rapportent au sens 1 → 2 → 3 et les notations avec prime au sens inverse. Pour les longueurs
de bras, elles sont note´es avec un prime lorsqu’elles se rapportent a` des trajets dans le sens
1→ 2→ 3. Ces conventions sont identiques a` celles des articles [74] et [63].
C’est donc la fre´quence maximale a` de´tecter qui va fixer la longueur des bras. On a vu
dans la partie 1.4 du chapitre 1 que le domaine de fre´quence des ondes gravitationnelles
inaccessibles depuis le sol et ayant un grand inte´reˆt, aussi bien d’un point de vue astro-
physique que physique, s’e´tend de 10−5 Hz a` 10−1 Hz avec un inte´reˆt plus particulier
autour du millihertz, notamment pour les coalescences de trous noirs supermassifs (cf.
partie 1.4.2, 1.5.2 et notamment figure 1.10). La fre´quence maximale a` de´tecter est donc
autour de 10−1 Hz d’ou` la longueur de bras de LISA fixe´e a` 5× 109 m.
Puisque l’amplitude typique d’une onde gravitationnelle est de l’ordre de 10−21, la
variation de distance qu’il faut mesurer sur ce bras de 5 millions de kilome`tres est de l’ordre
de la dizaine de picome`tre, soit de la taille de l’atome. La re´alisation de telles mesures
justifie l’utilisation de l’interfe´rome´trie, qui est le syste`me actuel le plus performant pour
des mesures de hautes pre´cisions.
2.1.2.2 Conse´quence de la longueur des bras sur l’interfe´rome`tre LISA
Le long de chaque bras, un faisceau laser est e´mis depuis un satellite par un ensemble
forme´ d’un te´lescope de diame`tre dtelesc. = 30 cm et d’un banc optique. Ce meˆme laser
est rec¸u par un ensemble identique dans l’autre satellite apre`s un temps de parcours de
16 a` 17 secondes en fonction de la longueur du bras a` cet instant. La puissance des lasers
embarque´s est limite´e dans le cadre du satellitaire a` 1 Watt. Durant ce trajet, il s’e´largit
du simple fait de la diffraction a` la sortie du te´lescope. Si on conside`re que le faisceau est
e´mis avec un angle de θem = 6×10−6 rd, il s’e´tale sur un disque de rayon R = 30 km, apre`s
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avoir parcouru 5 millions de kilome`tres. Le faisceau e´tant suppose´ gaussien d’amplitude
A et d’e´cart-type σ, on peut estimer la part du faisceau Frecu intercepte´ par le te´lescope
du satellite re´cepteur. Pour cela on dispose de 3 conditions :
– Condition de normalisation :
2πA
∫ ∞
0
re−
r2
2σ2 dr = 1 (2.1)
– Condition sur la part du faisceau Fdisque dans le disque de rayon R :
2πA
∫ R
0
re−
r2
2σ2 dr = Fdisque (2.2)
– Condition sur la part du faisceau, Frecu, intercepte´e par le te´lescope du satellite
re´cepteur :
Frecu = 2πA
∫ dtelesc./2
0
re−
r2
2σ2 dr (2.3)
A partir de (2.1), (2.2) et (2.3), la part du faisceau rec¸u par le satellite est :
Frecu = 1− e
d2
telesc.
ln(1−Fdisque)
4L2θ2 (2.4)
Si on suppose que 95 % du faisceau est dans le disque, la part du faisceau rec¸u, c’est-
a`-dire la perte de puissance entre l’e´mission et la re´ception, est de 7 × 10−11. Pour un
Watt e´mis, seule une centaine de picoWatt est rec¸ue (d’apre`s les derniers rapports c’est
plus pre´cise´ment 70 picoWatt qui arrivent a` l’autre satellite). Dans un interfe´rome`tre de
Michelson classique, le faisceau est se´pare´ en deux faisceaux qui font un aller-retour le
long de chaque bras en e´tant re´fle´chis a` l’extre´mite´ et sont recombine´s pour faire une
interfe´rence. Cela est impossible dans le cas de LISA car si le faisceau rec¸u e´tait re´fle´chi,
on n’obtiendrait apre`s l’aller-retour que 5× 10−21 Watt, soit a` peine quelques photons, ce
qui est e´videmment trop faible pour effectuer une interfe´rence.
Pour solutionner ce proble`me dans LISA, l’interfe´rence est faite entre deux faisceaux
issus de deux lasers diffe´rents. Si on conside`re le bras 3 entre le satellite 1 et le satellite 2,
l’interfe´rence faite dans le satellite 2 combine le faisceau e´mis par 1, rec¸u par 2 et contenant
l’information gravitationnelle et un faisceau interne au satellite 2. Si les deux lasers sont
stables et a` la meˆme fre´quence, on mesure ainsi la variation de fre´quence dans le faisceau
rec¸u due aux ondes gravitationnelles. Le laser interne au satellite 2 est e´galement e´mis
vers le satellite 1. Sur ce meˆme bras, il est possible de faire l’interfe´rence inverse dans le
satellite 1, c’est-a`-dire entre le faisceau e´mis par 2 et rec¸u par 1, et le faisceau interne de
1. Ainsi, sur chaque bras, deux faisceaux circulent dans des directions oppose´es et ce pour
les trois bras.
2.1.2.3 Dans un satellite
Les trois satellites sont identiques 2. Ils posse`dent chacun deux bancs optiques, un
pour chaque bras. Ce banc optique est associe´ a` un laser et a` un te´lescope (cf. figure 2.3).
2Pour le niveau de description ne´cessaire ici et en tenant compte de la formulation actuelle du projet,
bien entendu !
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Il e´met et rec¸oit un faisceau. Dans ce banc, l’interfe´rence entre faisceau rec¸u et faisceau
interne est de´tecte´e sur une photodiode couple´e a` un phaseme`tre qui va mesurer l’e´volution
de la diffe´rence de phase entre les deux faisceaux. Le signal de sortie de ce phaseme`tre
correspond a` une mesure tre`s pre´cise de leurs fluctuations relatives de fre´quence. Pour
re´aliser ces mesures et savoir tre`s pre´cise´ment a` quel instant elles ont e´te´ effectue´es, chaque
satellite doit disposer d’une tre`s bonne re´fe´rence temporelle, c’est-a`-dire un Ultra Stable
Oscillator (USO). Les signaux issus de ces mesures des phaseme`tres sont envoye´s sur Terre,
mais, du fait de l’e´loignement entre les satellites et la Terre (cf. partie 2.2.1), la bande
passante de transmission est faible3 et donc la fre´quence d’e´chantillonnage des signaux,
fixe´e par cette bande passante, est de l’ordre de la seconde. C’est d’ailleurs ce que nous
appellerons par la suite le pas de temps de mesure.
Fig. 2.3: Repre´sentation de l’ensemble te´lescope, banc optique et masse inertielle propose´e dans
le Pre Phase A Report [15]
Un satellite a la forme d’une galette d’environ 1,8 me`tres de diame`tre et d’une trentaine
de centime`tres d’e´paisseur. La surface supe´rieure du satellite est recouverte de panneaux
solaires. La figure 2.4 illustre un satellite de LISA ou` les deux bancs optiques sont fixe´s
dans une structure en forme de Y. A l’extre´mite´ de chaque banc, le te´lescope d’e´mission-
re´ception pointe vers un autre satellite. La description d’un banc optique et du syste`me
de mesure sera faite dans la partie 2.4 de ce chapitre.
3La bande passante pour l’ensemble des trois satellites est de 7 kilobits par secondes pendant quelques
heures par jour pour recevoir l’ensemble des donne´es ge´ne´re´es a` environ un kilobits par seconde dont 200
a` 600 bits par seconde de donne´es scientifiques (selon le type de donne´es et leur format) et 600 bits par
seconde de donne´es techniques [57] [8]. Ces valeurs ne sont que des estimations, les valeurs exactes n’e´tant
pas encore de´finies dans l’e´tat actuel de de´finition de la mission.
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Fig. 2.4: Repre´sentations d’un satellite. La figure de gauche donne une vue exte´rieure du satellite
ou` l’on peut voir le panneau solaire sur le dessus, des micro-fuse´es de chaque cote´, le bout d’un
banc optique en face et deux antennes de transmission au-dessus. La figure de droite montre
l’inte´rieur d’un satellite avec les deux bancs optiques dans une structure en forme de Y. c©Albert
Einstein Institute
2.1.2.4 Comment n’eˆtre sensible qu’a` la gravite´ ?
Pour de´tecter des ondes gravitationnelles, les satellites ne doivent eˆtre sensibles qu’a`
la gravite´ et donc rester sur leur ge´ode´sique. Le proble`me est qu’il existe plusieurs autres
forces qui peuvent agir sur le satellite. Parmi ces forces, les plus importantes sont la
pression de radiation des photons solaires et les vents solaires, forme´s d’ions et d’e´lectrons.
Elles agissent sur le satellite en modifiant les trajectoires du satellite et donc perturbe la
mesure des ondes gravitationnelles.
Pour e´viter ce proble`me, un syste`me permet de maintenir le satellite en chute libre :
c’est le Drag Free System (DFS). Les deux principaux e´le´ments de ce DFS sont une masse
de re´fe´rence au centre de chaque banc optique (cf. figure 2.3) et des micro-fuse´es re´parties
sur la circonfe´rence du satellite (cf figure 2.4). La masse de re´fe´rence est aussi appele´e
masse inertielle (MI) car c’est elle qui restera en chute libre et qui servira au satellite
de re´fe´rence pour se repositionner sur sa ge´ode´sique. En effet, cette masse est un bloc de
me´tal poli (Or et Platine), d’environ un kilogramme, place´e dans une enceinte qui l’isole de
toutes perturbations exte´rieures. Elle ne subit ainsi que la gravite´ et est constamment en
chute libre. Dans le cas ou` une perturbation agirait sur le satellite, celui-ci se de´placerait
par rapport a` la masse. Des capteurs mesurent constamment la position de la masse par
rapport au satellite et vont donc permettre de piloter les micro-fuse´es afin de repositionner
le satellite par rapport a` la masse. Le satellite est alors lui aussi en chute libre et suit ainsi
son orbite, tout en e´tant sensible aux ondes gravitationnelles .
Ce syste`me est un des points fondamentaux de la mission LISA. Il fait d’ailleurs l’objet
d’une mission technologique spatiale, LISAPathfinder, dont un des objectifs est de tester
ses performances. LISAPathfinder [85] est un satellite qui sera envoye´ au de´but de l’anne´e
2010 et qui contient deux masses inertielles et un interfe´rome`tre.
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2.2 Orbitographie
Les satellites de LISA tournent autour du Soleil sur des orbites choisies de manie`re a`
minimiser les variations de distance entre satellites et pour rester assez pre`s de la terre
pour conserver une bonne bande passante de communication satellite-terre. Ces orbites
sont repre´sente´es sur la figure 2.5. Le plan forme´ par les trois satellites fait un angle de
60◦ avec le plan de l’e´cliptique4. Le centre de LISA suit la Terre sur la meˆme orbite avec
un de´calage de 20◦ derrie`re celle-ci.
Fig. 2.5: Orbites des satellites de LISA. La figure de gauche pre´sente la position de LISA par
rapport a` quelques corps du syste`me solaire. La figure de droite pre´sente diffe´rentes positions de
LISA au cours de l’anne´e.
2.2.1 Positions des satellites
On de´crira, ici, les orbites analytiques des satellites puis le calcul des temps de parcours
le long des bras.
Un de´veloppement analytique des orbites des satellites de LISA a e´te´ re´alise´ par S.
V. Dhurandhar and K. R. Nayak and S. Koshti et J. Y. Vinet dans l’article [33] dont les
re´sultats sont pre´sente´s ci-dessous.
Soit R la distance entre le Soleil et le barycentre de LISA (R ≃ 1, 5 × 1011m) et L
la distance moyenne entre satellites (L ≃ 5 × 109m). On de´finit le rapport α = L/2R et
l’angle d’inclinaison du plan de l’orbite par rapport a` l’e´cliptique ǫ :
ǫ = arctan
[
α
1 + α/
√
(3)
]
(2.5)
L’excentricite´ e s’exprime en fonction de α comme :
e =
√
1 +
2α√
3
+
4α2
3
− 1 (2.6)
4Le plan de l’e´cliptique est le plan de l’orbite de la Terre.
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Pour obtenir l’anomalie excentrique E(t), il faut re´soudre a` chaque instant t l’e´quation :
E(t)− e sinE(t) = 2π
T
t (2.7)
A partir de l’inclinaison ǫ, de l’excentricite´ e et de l’anomalie E(t), les coordonne´es dans
le re´fe´rentiel barycentrique des points de l’orbite a` chaque instant t sont :
x(t) = R (cosEi(t)− e) cos ǫ
y(t) = R
√
1− e2 sinEi(t)
z(t) = −R (cosEi(t)− e) sin ǫ
(2.8)
Soit l’orbite de re´fe´rence, l’orbite pre´ce´demment de´crite. Si un satellite se de´place sur
cette orbite, les deux autres satellites se de´placeront sur des orbites de´cale´es de 2π/3 par
rapport a` celle-ci. Le parame`tre Φrot correspond a` l’angle de rotation entre la configuration
initiale du triangle et la configuration initiale standard, c’est-a`-dire la configuration ou`,
a` t = 0, le triangle est pointe en bas, avec le satellite 1 sur cette pointe, le satellite 2 du
cote´ y < 0 et le satellite 3 sur la troisie`me pointe.
L’anomalie excentrique Ei(t) du satellite i (avec i ∈ {1, 2, 3}) re´sulte, a` chaque instant
t, de l’e´quation :
Ei(t)− e sinEi(t) = 2π
T
t− Φrot,i (2.9)
= Φi
ou` T = 1 an et Φrot,i est l’angle de rotation du satellite i par rapport a` l’orbite de
re´fe´rence :
Φrot,i = (i− 1)2π
3
− Φrot (2.10)
Les coordonne´es de la trajectoire du satellite i sont alors :
−→r i =

xi(t) = R
[
(cosEi(t)− e) cos ǫ cosΦrot,i −
√
1− e2 sinEi(t) sinΦrot,i
]
yi(t) = R
[
(cosEi(t)− e) cos ǫ sinΦrot,i +
√
1− e2 sinEi(t) cosΦrot,i
]
zi(t) = −R (cosEi(t)− e) sin ǫ
(2.11)
On obtient alors les orbites de la figure 2.5.
2.2.2 Temps de parcours le long des bras
La longueur des bras de LISA s’obtient e´videmment a` partir de la position des satellites.
Elle e´volue dans le temps. En effet, chaque satellite suit, dans l’approximation des orbites
pre´ce´dentes, une orbite keple´rienne, sans qu’aucune correction ne soit applique´e puisque le
principe meˆme de la mesure exige qu’il ne soit soumis qu’a` la gravite´. Ces orbites ont e´te´
choisies pour minimiser les variations de longueur des bras, mais il existe tout de meˆme
une variation pe´riodique sur une anne´e, appele´e ”flexing”, dont l’amplitude est de l’ordre
de 50 000 kilome`tres .
Le temps de parcours entre deux satellites de´pend de plusieurs effets que l’on peut
diffe´rencier par diffe´rents ordres d’approximation :
Li = |−→r i+1 −−→r i+2|+ Li,Sagnac + Li,RG (2.12)
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A l’ordre le plus bas |−→r i+1 −−→r i+2|, on tient compte uniquement de la distance entre
les deux satellites. On note que le ”flexing” est inclu de`s cet ordre.
La premie`re correction, Li,Sagnac, correspond a` l’effet Sagnac de´couvert il y a plus de
90 ans par Sagnac, dont on lui a donne´ son nom. C’est un effet de relativite´ restreinte
duˆ a` la rotation du triangle au cours de l’anne´e. Il correspond a` un de´calage temporel
entre les instants de re´ception des faisceaux par chacun des deux satellites. Ainsi, il existe
une modification du temps de propagation sur un bras selon le sens de propagation du
faisceau : le temps de parcours du faisceau se propageant dans le sens de rotation du
triangle apparaˆıt plus long que celui du faisceau se propageant dans le sens inverse.
La seconde correction, Li,RG, est un effet de relativite´ ge´ne´rale, de´taille´ dans l’ar-
ticle [30]. En tenant compte de tous ces effets, on obtient les variations de temps de
parcours le long des six bras de la figure 2.6. La le´ge`re diffe´rence entre Li et L
′
i a` chaque
maxima est duˆ l’effet Sagnac.
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Fig. 2.6: Variation des temps de parcours des faisceaux le long des 6 bras sur une anne´e. La
variation pe´riodique sur une anne´e correspond au flexing. La diffe´rence entre Li et L
′
i est due a`
l’effet Sagnac.
La formulation des orbites et des temps de parcours donne´e ici a l’avantage d’eˆtre ana-
lytique. Elle approxime les vraies orbites sans prendre en compte l’influence des diffe´rents
corps du syste`me solaire, qui ne´cessiterait alors d’avoir recours a` des e´phe´me´rides.
2.3 Les bruits
Comme pour tout instrument, de nombreux bruits instrumentaux doivent eˆtre pris en
compte. On peut les classer selon quatre cate´gories : bruit laser, bruit de masses inertielles,
2.3. Les bruits 67
shot noise et autres bruits de chemin optique. Dans le reste de cette partie, on va expliciter
chacune de ces cate´gories puis faire un bilan global de l’impact des bruits sur la mesure.
2.3.1 Bruit laser
Les lasers actuellement envisage´s pour LISA sont des lasers Nd :YAG e´mettant un
faisceau infrarouge dont la longueur d’onde est de 1064 nanome`tres, soit une fre´quence
nominale de ν0 ≃ 2, 82 × 1014 Hz. Avec une telle longueur d’onde, l’interaction avec le
milieu spatial est pratiquement nulle. Comme on l’a vu dans la partie 2.1.2.2, la mesure
d’interfe´rence dans chaque banc optique est faite entre le faisceau issu d’un laser du
satellite distant et le faisceau issu du laser attache´ au banc optique. C’est donc une
interfe´rence entre deux faisceaux issus de lasers diffe´rents. Or ces lasers ne peuvent eˆtre
strictement identiques, c’est-a`-dire a` la meˆme fre´quence. De plus, un laser n’est jamais
parfaitement stable, sa fre´quence variant le´ge`rement au cours du temps. Chaque laser
posse`de donc un bruit qui lui est propre : pi pour le laser attache´ au banc optique d’indice
i du satellite i et p′i pour le laser attache´ a` l’autre banc optique, d’indice i
′ du meˆme
satellite suivant les conventions de la figure 2.2. Les bruits de deux lasers participant a`
l’interfe´rence vont donc intervenir dans la mesure.
Pour LISA, la racine carre´e de la Densite´ Spectrale de Puissance (DSP), couramment
admise pour le bruit laser, est un bruit blanc a` 30 Hz/
√
Hz (cf. [16]), soit une variation
d’environ 30 Hertz sur une seconde. Compare´e a` la fre´quence nominale du laser ν0, cette
variation est tre`s faible mais, en unite´ de δν/ν, elle correspond a` 10−13 Hz−1/2. Or, dans
la meˆme unite´, l’ordre de grandeur du signal des ondes gravitationnelles est de 10−21, soit
huit ordres de grandeurs en dessous ! De plus la valeur de 30 Hz/
√
Hz suppose une tre`s
bonne stabilisation des lasers. Ces performances ne sont pas encore atteintes aujourd’hui
avec une technologie spatialisable. On peut notamment mentionner une technique appele´e
Arm-locking (cf. article [68] et [77]) qui utilise les bras comme une cavite´ d’asservissement
d’un des lasers, les autres lasers e´tant eux-meˆme asservis sur le premier. De nombreuses
e´quipes travaillent sur ce sujet (citons, parmi celles-ci, une e´quipe a` l’APC) qui est un des
points tre`s importants de LISA. Le bruit laser re´el sera tre`s certainement diffe´rent de ce
bruit blanc mais en attendant des mesures re´alistes du bruit laser, ce bruit blanc est une
bonne approximation pour la mode´lisation que l’on souhaite faire.
Ce bruit laser est donc un des proble`mes dans LISA, car il domine comple`tement
le signal. Pour re´soudre ce proble`me, un pre´-traitement des donne´es sera fait par une
me´thode dite d’interfe´rome´trie nume´rique appele´e Time Delay Interferometry (TDI). Elle
a e´te´ introduite pour la premie`re fois par M.Tinto. Cette me´thode complexe est de´taille´e
dans la partie 2.5. Elle re´duira le bruit laser de plusieurs ordres de grandeurs pour l’abaisser
au niveau des autres bruits. La valeur 30 Hz/
√
Hz re´sulte d’ailleurs d’un compromis entre
ce qui semble techniquement faisable au niveau de la stabilisation laser et l’application de
la me´thode TDI
Une valeur plus e´labore´e est donne´e par le rapport technique [37] page 36-37. Ce
rapport spe´cifie que la valeur du bruit laser doit eˆtre infe´rieure a` :
√
S∆f,laser ≤ 30 Hz√
Hz
√
1 +
(
1 mHz
f
)4
× f + 1 mHz
f + 10 mHz
(2.13)
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Cette spe´cification repose sur une estimation analytique approxime´e du bruit laser re´si-
duel, apre`s re´duction par la me´thode TDI, en tenant compte d’une erreur sur les temps
de parcours. Cette erreur permet de s’e´carter du cas the´orique d’une e´limination parfaite.
Les exigences sur le bruit laser seront aborde´es dans les sous-sections 3.4.1 et 3.4.8 ou`
l’on exposera l’influence du bruit laser dans des simulations re´alistes et les contraintes sur
celui-ci qui en de´coulent.
2.3.2 Bruit d’acce´le´ration de la masse inertielle (MI) et du banc
optique
Le DFS, introduit dans la sous-section 2.1.2.4, e´videmment a aussi un certain nombre
de bruits qui proviennent :
– de la masse inertielle qui n’est pas parfaitement en chute libre,
– du fait du syste`me de boucle de controˆle de repositionnement,
– des bruits d’environnement.
2.3.2.1 Bruit d’acce´le´ration de la masse inertielle
La masse inertielle n’est pas parfaitement en chute libre. Il existe toujours des forces
re´siduelles qui vont tre`s le´ge`rement la perturber. Bien que ces perturbations soient tre`s
faibles, le niveau de pre´cision requis est tel qu’elles vont cre´er un bruit sur la mesure. Ces
forces re´siduelles sont, par exemple, le chargement de la masse inertielle par les rayons cos-
miques ou les pertes die´lectriques de son entourage, les perturbations thermiques, etc...(cf.
chapitre 4.2.3 du Pre-Phase A Report [15], cinquie`me article 5 de la deuxie`me LISA News-
letter [58] et Final Technical Report [8]). Le bruit re´sultant est un bruit d’acce´le´ration a`
basse fre´quence. Sa DSP est celle d’un bruit blanc (cf page 84 du Pre Phase A Report
[15]) d’acce´le´ration estime´e a` :
S∆a,MI = 9× 10−30m2.s−4.Hz−1 (2.14)
Pour eˆtre comparable aux autres bruits et au signal gravitationnel, il faut convertir cette
valeur en unite´ de δν/ν. Pour cela, on part du fait qu’une variation de fre´quence est la
de´rive´e d’une variation de phase ∆Φ :
δν
ν0
=
1
2πν
d∆Φ
dt
(2.15)
Or cette variation de phase correspond a` une variation de longueur du chemin optique
∆L :
∆Φ
2π
=
∆L
λ
(2.16)
La de´rive´e de la variation relative de fre´quence s’exprime donc en fonction de la variation
d’acce´le´ration ∆a comme :
d
dt
(
δν
ν0
)
=
1
c
d2∆L
dt2
=
∆a
c
(2.17)
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Dans l’espace de Fourrier l’expression pre´ce´dente (2.17) donne :
˜( d
dt
(
δν
ν0
))
= 2iπf
˜(δν
ν0
)
=
∆˜a
c
(2.18)
La Densite´ Spectrale de Puissance (DSP) Sg est de´finie comme la fonction d’autocorre´la-
tion du flux de donne´es (g dans l’exemple) :
Sg =
〈|g˜|2〉 (2.19)
On obtient alors, de fac¸on ge´ne´rale, la relation suivante entre la DSP en unite´ de δν/ν et
la DSP en unite´ d’acce´le´ration :
S δν
ν
=
1
4π2c2f 2
S∆a (2.20)
La racine carre´e de la DSP en unite´ de δν/ν d’un bruit blanc en acce´le´ration e´volue donc
comme l’inverse de la fre´quence. Le bruit standard de masse inertielle de l’e´quation (2.14)
correspond en unite´ de δν/ν a` un bruit en 1/f dont la racine carre´e de la DSP est :√
S δν
ν
,MI = 1, 59× 10−24f−1Hz−1/2 (2.21)
Il existe diffe´rentes possibilite´s pour modifier l’e´quation (2.14). Par exemple a` la page
11 de la LISA newsletter [58], des mesures estiment la racine carre´e de la DSP du bruit
d’acce´le´ration du DFS a` :√
S∆a,MI = 3× 10−15
[
1 +
(
f
3 mHz
)2]
m
s2
1√
Hz
(2.22)
pour des fre´quences supe´rieures au millihertz, soit en unite´ de δν/ν une DSP de :√
S δν
ν
,MI = 1, 59× 10−24
[
f−2 +
1
9× 10−6
]1/2
1√
Hz
(2.23)
Ce bruit pre´sente une remonte´e a` haute fre´quence par rapport au bruit standard.
Une nouvelle approche du bruit des masses inertielles est dernie`rement apparue (e´qua-
tion (3) de l’article du MLDC [5]). Elle pre´sente une remonte´e a` tre`s basse fre´quence
compare´ au bruit standard. La racine carre´e de la DSP de ce bruit d’acce´le´ration est
estime´e a` : √
S∆a,MI = 3× 10−15
[
1 +
(
10−4Hz
f
)2]
m
s2
1√
Hz
(2.24)
soit en δν/ν une DSP de :√
S δν
ν
,MI = 1, 59× 10−24
[
f−2 + 10−8f−4
]1/2 1√
Hz
(2.25)
Comme pour le bruit laser, le bruit re´el des masses inertielles sera plus complexe que ces
descriptions approximatives. Les re´sultats de la mission LISAPathfinder [85] fourniront des
mesures re´alistes de ce bruit. Mais, pour la mode´lisation, ces descriptions approximatives
sont, dans un premier temps, suffisantes.
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2.3.2.2 Bruit d’acce´le´ration du banc optique
On a vu en 2.1.2.4 que le Drag Free System doit repositionner le satellite sur sa
ge´ode´sique en utilisant les masses inertielles comme re´fe´rence. Le banc optique est donc
the´oriquement toujours a` la meˆme position par rapport a` la masse inertielle. Mais ce
syste`me n’e´tant pas parfait, ils restent des mouvements ale´atoires et erratiques du banc
optique. Puisque les faisceaux circulent dans le banc optique, ces mouvements cre´ent un
bruit sur la mesure. Ce bruit n’est pas clairement quantifie´ mais il est mentionne´ dans
les articles de M. Tinto [74] et [72]. Comme on va le voir dans la sous-section 2.4.2 sur
les mesures, ce bruit va intervenir de la meˆme manie`re qu’un bruit laser. Lui aussi va
donc eˆtre re´duit par la me´thode nume´rique TDI (cf. section 2.5), mais puisqu’il est plus
faible que le bruit laser, son niveau re´siduel est ne´gligeable devant les autres bruits. C’est
pourquoi il n’est ge´ne´ralement pas conside´re´.
2.3.3 Shot noise (SN)
L’interfe´rence est re´alise´e entre une partie du faisceau local dont la puissance est de
l’ordre du centie`me de Watt et le faisceau rec¸u dont la puissance est de l’ordre du picoWatt
(cf. 2.1.2.2). Du fait de la faible puissance, et donc du faible nombre de photons du faisceau
rec¸u, il existe un bruit quantique important au niveau de la de´tection de l’interfe´rence
sur la photodiode. Ce bruit est couramment appele´ shot noise. La DSP de ce bruit est
inversement proportionnelle a` la puissance rec¸ue. Cette puissance de´pend de la longueur
du bras L ainsi que de la puissance des lasers Plaser comme :
Precu ∝ Plaser
4πL2
(2.26)
L’unite´ couramment employe´e pour de´crire le shot noise est l’unite´ d’un bruit de chemin
optique, c’est-a`-dire une longueur. Dans le Pre Phase A Report [15] (e´quation ((3.2)) page
58), la racine carre´e de la DSP est estime´e, dans cette unite´, a` :
√
SSN,∆L = 11× 10−12
(
L
5× 109m
)(
1W
P
)1/2
m.Hz−1/2 (2.27)
pour des faisceaux de longueur d’onde e´gale a` 1064 nanome`tres, rec¸us par des te´lescopes
de 30 centime`tres de diame`tre.
De la meˆme manie`re que pour le bruit des masses inertielles (cf sous-section 2.3.2), on
transforme ce bruit en unite´ de δν/ν de manie`re a` le comparer aux autres bruits. Au lieu
de conside´rer la de´rive´e de la variation relative de fre´quence comme dans l’e´quation (2.17),
on va conside´rer son inte´grale. Sachant (2.16) et (2.15), on obtient :∫
δν
ν
dt =
∆L
c
(2.28)
Dans l’espace de Fourrier l’expression pre´ce´dente (2.28) donne :
˜(∫ δν
ν0
)
=
1
2iπf
˜(δν
ν0
)
=
∆˜L
c
(2.29)
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La DSP e´tant de´finie par l’e´quation (2.19), on obtient alors de fac¸on ge´ne´rale la relation
suivante entre la DSP en unite´ de δν/ν et la DSP en unite´ de longueur :
S δν
ν
=
4π2f 2
c2
S∆L (2.30)
La racine carre´e de la DSP en unite´ de δν/ν d’un bruit blanc en longueur e´volue donc
proportionnellement a` la fre´quence. Le bruit de shot noise de l’e´quation (2.27) correspond
donc, dans cette meˆme unite´, a` un bruit en f dont la racine carre´e de la DSP est :√
S δν
ν
,SN = 2, 31× 10−19f
(
L
5× 109m
)(
1W
P
)1/2
Hz−1/2 (2.31)
2.3.4 Autres bruits de chemin optique (ABCO)
On vient de voir que le bruit de shot noise est assimile´ a` un bruit de chemin optique.
Outre ce bruit, il existe de nombreux autres bruits de chemin optique, re´pertorie´s en partie
dans le tableau 4.1 page 83 du Pre Phase A Report [15] et repris dans le tableau des bruits
de l’article sur LISACode [63]. Ces Autres Bruits de Chemin Optique (ABCO ou OOPN
en anglais) prennent en compte :
– le bruit des horloges de re´fe´rence, les USO mentionne´s dans la sous-section 2.1.2.3,
c’est-a`-dire l’impre´cision de ces horloges et l’impact de cette impre´cision sur les
mesures du phaseme`tre, √
SUSO,∆L = 5× 10−12 m.Hz−1/2 (2.32)
– le bruit duˆ a` l’instabilite´ du pointage du faisceau laser sur le te´lescope du satellite
distant, √
Spointage,∆L = 10× 10−12 m.Hz−1/2 (2.33)
– le bruit sur la phase des faisceaux laser induit par le syste`me de mesure ainsi que
l’e´ventuel syste`me d’asservissement entre lasers,√
Sphase,∆L = 5× 10−12 m.Hz−1/2 (2.34)
– le bruit duˆ a` la lumie`re diffuse´e dans le banc optique,√
Sdiffusion,∆L = 5× 10−12 m.Hz−1/2 (2.35)
– le bruit duˆ a` d’autres effets qui ne sont pas clairement de´finis aujourd’hui.√
Sautres,∆L = 8, 5× 10−12 m.Hz−1/2 (2.36)
Les valeurs de bruit donne´es ici correspondent au niveau de chaque bruit sur une mesure
de phaseme`tre 5. Pour additionner ces bruits, il faut sommer les DSP. On obtient ainsi la
5Ces valeurs sont issues du tableau 4.1 page 83 du Pre Phase A Report [15]. Mais dans ce tableau
elles sont donne´es pour une mesure e´quivalente a` celle qui serait faite sur un interfe´rome`tre standard,
c’est-a`-dire faisant intervenir quatre phaseme`tres de LISA. La correspondance entre ces deux listes de
bruit s’obtient en re´partissant quadratiquement chacun des bruits du tableau 4.1 sur les quatre mesures,
soit S2PPA × nPPA = 4 × S2mesure, ou` SPPA est la valeur du tableau 4.1 qui doit eˆtre prise en compte
nPPA fois, et Smesure est la valeur du bruit sur une mesure. Par exemple pour le bruit des USO, on a :
(10× 1)2 = 4× 52
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DSP du bruit ABCO sur une mesure :√
SABCO,∆L = 15.72× 10−12 m.Hz−1/2 (2.37)
En utilisant l’e´quation (2.30), on obtient que la racine carre´e de la DSP en unite´ de δν/ν
de ce bruit correspond a` :√
SABCO,δν/ν = 3.29× 10−19 f Hz−1/2 (2.38)
Ce bruit e´volue proportionnellement a` la fre´quence, de la meˆme manie`re que le bruit de
shot noise.
2.3.5 Bilan des bruits
La figure 2.7 donne une comparaison du niveau de ces diffe´rents bruits. Le bruit laser
domine largement le signal comme on l’a vu dans la sous-section 2.3.1. Il est a` huit ordres
de grandeur au-dessus des autres bruits. On voit donc ici clairement la ne´cessite´ de le
re´duire par TDI (cf. 2.5). Si on conside`re que ce bruit laser est e´limine´, le signal est domine´
a` basse fre´quence par le bruit des masses inertielles (cf. 2.3.2) et, a` haute fre´quence, par
le shot noise(cf. 2.3.3) et les autres bruits de chemin optique (cf. 2.3.4).
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Fig. 2.7: Racine carre´e de la densite´ spectrale de puissance (DSP) des diffe´rents bruits : en trait
plein rouge le bruit laser, en tirets serre´s verts le bruit des masses inertielles, en tirets bleus le
shot noise et en pointille´s roses, les autres bruits de chemins optiques. A titre de comparaison
le niveau du signal gravitationnel est autour de 10−21 − 10−20.
2.4 Les mesures d’interfe´rome´trie et banc optique
Dans la sous-section 2.1.2.2, on a vu que chaque mesure correspond a` une interfe´rence
entre le faisceau rec¸u depuis le satellite distant et le faisceau du laser local. Ensuite, dans
2.4. Les mesures d’interfe´rome´trie et banc optique 73
la section 2.3, on a vu les diffe´rents bruits qui doivent eˆtre conside´re´s. Dans cette partie,
on va maintenant de´tailler le principe des mesures et la fac¸on dont les bruits interviennent
dans la formulation des signaux de ces mesures.
Chaque banc optique est combine´ avec un laser et une masse inertielle. La figure 2.8
repre´sente un sche´ma de circulation des faisceaux dans un banc optique propose´ en 1998-
2000 (cf. Pre Phase A Report [15] et Final Technical Report [8]) . Ce sche´ma est loin d’eˆtre
de´finitif et e´volue encore aujourd’hui. Par exemple, la figure 2.9 pre´sente une formulation
re´cente de l’ensemble banc optique, te´lescope et masse inertielle. Meˆme si la mise en place
et la complexite´ de ce banc optique changent, les principes de base restent sensiblement
les meˆmes. Pour la mode´lisation que l’on souhaite faire, seuls ces principes vont eˆtre
conside´re´s.
Fig. 2.8: Sche´ma de circulation des faisceaux, propose´ dans le Final Technical Report [8], pour
le banc optique de la figure 2.3. c©Astrium
Les mesures re´sultent d’une interfe´rence entre deux faisceaux laser au niveau d’une
photodiode. Cette photodiode est couple´e a` un phaseme`tre qui mesure la diffe´rence de
phases entre les deux faisceaux. C’est cette diffe´rence de phases qui constitue le signal.
2.4.1 Principe des mesures
On va s’inte´resser aux mesures faites a` l’instant t dans le satellite 1 et en premier lieu
a` celles faites par le banc optique 1 (cf. figure 2.2), c’est-a`-dire le banc optique qui a pour
vis-a`-vis le satellite 2. Le faisceau e´mis par le laser attache´ au banc optique 2’ du satellite
2 est envoye´ vers le satellite 1 par l’interme´diaire du te´lescope du satellite 2. Ce faisceau
contient le bruit du laser e´metteur que l’on note p′2. Il voyage le long du bras 3’ et met
un temps L3/c pour atteindre le te´lescope du satellite 1. Au cours de ce trajet les ondes
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Fig. 2.9: Nouvelle formulation propose´e pour l’agencement du te´lescope, du banc optique et de
l’enceinte a` vide contenant la masse inertielle sur la figure de gauche. La figure de droite de´taille
la circulation des faisceaux sur le banc optique. c©Astrium
gravitationnelles de´forment l’espace et induisent un signal gravitationnel sur le faisceau,
note´ sGW1 . Seul une dizaine de picoWatt du faisceau sont rec¸us par le te´lescope du satellite
1 et interfe´rent avec le faisceau du laser local sur une photodiode note´e s1. Le bruit du
laser local p1 intervient donc aussi dans cette mesure, ainsi que le bruit de shot noise duˆ
a` la faible puissance du faisceau externe, note´ sSN1 .
Le temps de parcours entre les deux satellites est non ne´gligeable et donc les diffe´rents
phe´nome`nes intervenant dans la mesure ne doivent pas eˆtre conside´re´s au meˆme instant.
En effet, le bruit laser p′2 contenu dans le faisceau a e´te´ e´mis environ 16.6 secondes avant
sa re´ception par le satellite 1 et donc avant son arrive´e sur la photodiode. Pour tenir
compte de cet effet, on introduit un ope´rateur, dit de retard, qui conside`re la valeur d’une
donne´e quelconque x, retarde´e du temps de parcours le long d’un bras :
Dix(t) = x
(
t− Li
c
)
(2.39)
Puisqu’il y a trois bras et deux temps de parcours par bras, il existe six ope´rateurs de
retard qui sont D1, D2, D3, D
′
1, D
′
2 et D
′
3. On peut noter que le fait de ne´gliger l’effet
Sagnac, revient a` l’e´quivalence Di = D
′
i. Dans la mesure sur la photodiode s1, le bruit
du laser du banc optique 2’ intervient donc comme D′3p′2.
En 2.1.2.4, on a vu que la position du satellite est asservie sur celle d’une masse
inertielle. C’est cette masse qui est la vraie re´fe´rence gravitationnelle, donc sa position
doit intervenir dans la mesure. Pour tenir compte de cette position, le faisceau rec¸u se
re´fle´chit dessus (cf. figure 2.8). Le bruit d’acce´le´ration des masses inertielles (cf. 2.3.2.1),
note´ δMIi , intervient donc sur la mesure.
La photodiode, ainsi que les diffe´rents e´le´ments optiques qui conduisent les faisceaux,
sont fixe´s sur le banc optique. Ce banc est sujet a` des mouvements erratiques (cf. 2.3.2.2).
Ces mouvements perturbent la mesure donc le bruit d’acce´le´ration de ce banc intervient
dans le signal mesure´.
Il reste un dernier point a` prendre en conside´ration. C’est le fait qu’il y a deux bancs
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optiques par satellite et donc deux lasers. Ces deux lasers ont des bruits diffe´rents p1 et p
′
1,
ce qui fait au total six bruits lasers. Pour se ramener a` une configuration e´quivalente a` un
bruit laser par satellite, les faisceaux des deux lasers d’un meˆme satellite interfe´rent sur une
photodiode couple´e a` un phaseme`tre qui mesure alors le de´calage de phase entre les deux
lasers. Autrement dit on mesure un bruit laser par rapport a` l’autre. Il y a une photodiode
qui fait cette mesure par banc optique soit deux mesures par satellite. Le signal issu de
cette mesure dite interne-interne est note´ τi. Le meˆme proble`me se pose pour les masses
inertielles : il y en a une par banc optique, soit deux par satellite. Meˆme si le bruit qu’elles
induisent infe´rieur au bruit laser, il est ne´cessaire de faire une mesure supple´mentaire de
leur bruit. Pour cela, les faisceaux qui vont participer a` la mesure interne-interne sont
re´fle´chis sur les masses avant d’interfe´rer. Cela permet de faire intervenir les bruits de
masse inertielle dans une mesure diffe´rente de la premie`re.
LISA fournira donc douze flux de donne´es scientifiques qui contiendront, a` la fois les
signaux induits par les ondes gravitationnelles, et les bruits des diffe´rents e´le´ments du
de´tecteur.
2.4.2 Formulation des signaux
Les principes de base qui viennent d’eˆtre de´crits permettent d’e´tablir le sche´ma de
circulation des faisceaux dans le satellite 1 pre´sente´ sur la figure 2.10. La formulation des
signaux est obtenue par une e´tude de´taille´e du trajet des faisceaux. Il y a deux photodiodes
par banc optique, une photodiode externe-interne s et une photodiode interne-interne τ .
Au total, on obtient donc quatre signaux par satellite : si et τi sur le banc optique en
vis-a`-vis du satellite i+1, et s′i et τ ′i sur celui en vis-a`-vis du satellite i+2. Dans le banc
optique 1, le faisceau (en trait plein rouge sur la figure 2.10), e´mis par le laser local
de bruit p laser1 , circule dans le banc avant d’atteindre les deux photodiodes du banc s1
et τ1. Le laser et les photodiodes e´tant lie´s au banc optique, le faisceau ne voit pas les
de´placements erratiques du banc et n’est pas perturbe´ par son bruit d’acce´le´ration ∆BO1 .
Sur la photodiode externe-interne, ce faisceau va interfe´rer avec le faisceau externe envoye´
par le satellite 2 dont le parcours est le suivant (en points-tirets violets sur la figure 2.10) :
1. Emission par le laser du banc optique 2’ : bruit p′ laser2 ,
2. Circulation dans le banc optique 2’ : bruit ∆′BO2 ,
3. Voyage le long du bras 3 pendant un temps L3/c et perturbation par les ondes
gravitationnelles : retard D3 et signal gravitationnel s
OG
1 ,
4. Re´ception par le te´lescope et le banc optique 1 : bruit ∆BO1 ,
5. Rebond sur la masse inertielle du banc optique 1 : 2 fois6 le bruit δMI1 ,
6. Interfe´rence sur la photodiode externe-interne : re´ception sur s1.
Sur la photodiode τ1, le faisceau du laser local interfe`re avec le faisceau issu de l’autre
banc optique 1’ du meˆme satellite, dont le parcours est le suivant (en tirets verts sur la
figure 2.10) :
1. Emission par le laser du banc optique 1’ : bruit p′ laser1 ,
6 Le bruit de la masse inertielle est compte´ 2 fois car le faisceau faisant un rebond, il y a un aller et
un retour.
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2. Circulation dans le banc optique 1’ : 2 fois le bruit ∆′BO1
3. Rebond sur la masse inertielle du banc optique 1’ : 2 fois (cf. note 6) le bruit δ′MI1 ,
4. Transmission par une fibre optique vers le banc optique 1
5. Interfe´rence sur la photodiode interne-interne : re´ception sur τ1.
Fig. 2.10: Repre´sentation sche´matique de la circulation des faisceaux dans les deux bancs
optiques du satellite 1 ou` figurent les phaseme`tres externe-interne s et interne-interne τ ainsi
que les bruits laser p et les bruits de masse inertielle δ. La description de la circulation est faite
dans le texte associe´. Ce sche´ma reprend celui pre´sente´ par M.Tinto dans son article [72] et son
article de revue sur TDI [74] c©A partir d’un sche´ma de M. Tinto.
Les parcours des faisceaux qui interviennent dans les interfe´rences mesure´es par les pho-
todiodes s′1 et τ ′1 de l’autre banc optique du satellite 1 re´sultent d’un raisonnement
similaire. Le signal mesure´ par l’ensemble photodiode-phaseme`tre correspond a` la diffe´-
rence de phases des faisceaux qui interfe`rent, ce qui revient a` la diffe´rence entre la somme
des bruits intervenant sur chaque faisceau. La formulation des signaux obtenue est alors
la suivante :
s1 = s
OG
1 + s
SN+ABCO
1 +D3p
′ laser
2 +D3∆
′BO
2 +∆
BO
1 − 2δMI1 − p laser1 (2.40)
τ1 = p
′ laser
1 − p laser1 − 2δ′MI1 + 2∆′BO1 (2.41)
s′1 = s
′ OG
1 + s
′SN+ABCO
1 +D
′
2p
laser
3 −D′2∆BO3 + 2δ′MI1 −∆′BO1 − p′ laser1 (2.42)
τ ′1 = p
laser
1 − p′ laser1 + 2δMI1 − 2∆BO1 (2.43)
La formulation des huit autres signaux s’obtient par permutation circulaire des indices7.
Les signaux gravitationnels s OG1 et s
′ OG
1 , c’est-a`-dire les variations de phase du faisceau
7La permutation circulaire des indices signifie que pour obtenir l’expression du signal pour l’indice
i+1, il faut incre´menter de un chaque indice. Lorsque le re´sultat de cette incre´mentation est de 4 on
rame`ne l’indice a` 1 puisqu’il n’y a que trois satellites.
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externe dues aux ondes gravitationnelles, sont donne´es par la re´ponse d’un bras (1.153).
Ces e´quations sont e´quivalentes aux e´quations ((2)),((3)),((4)) et ((5)) de l’article de revue
sur TDI de S. V. Dhurandhar et M.Tinto [74]. Elles sont e´galement e´quivalentes a` celles
donne´es par S. V. Dhurandhar, K. R. Nayak et J. Y. Vinet dans l’article [34] au chapitre
5.A. La seule diffe´rence entre cette formulation et celle des articles est que les bruits
d’acce´le´ration ne sont pas pre´sente´s sous la forme d’un simple bruit en phase mais sous la
forme d’un produit scalaire entre un vecteur de bruit et le vecteur du bras correspondant
au banc que multiplie la fre´quence nominale du laser ν0. Un autre bruit e´galement pris en
compte est le bruit en phase induit par la fibre optique.
Il est inte´ressant de remarquer que dans les formulations des signaux externe-internes,
le bruit d’acce´le´ration des bancs optiques intervient de la meˆme fac¸on que les bruits laser
associe´s a` ces meˆmes bancs optiques. Puisque les bruits lasers sont re´duits dans la me´thode
de pre´-analyse TDI (cf. section 2.5), les bruits des bancs optiques le seront aussi. Or ces
bruits sont nettement moins importants que le bruit laser et, vu que celui-ci est re´duit
a` un niveau infe´rieur aux autres bruits, les bruits de bancs optiques seront re´duits a` un
niveau encore bien infe´rieur. C’est pourquoi le bruit de banc optique n’est pas clairement
quantifie´ et qu’il n’est ge´ne´ralement pas pris en compte dans les mode´lisations8. Le fait
qu’il n’intervienne pas exactement comme un bruit laser dans les mesures interne-interne
ne change en rien cette situation car, comme on le verra en 2.5.5, la recombinaison de ces
mesures en un nouveau flux de donne´es e´limine le proble`me (l’annulation de ce bruit est
traite´e dans la partie 3-E de l’article de revue sur TDI [74]).
Cette formulation des signaux est tout a` fait adapte´e a` la mode´lisation car elle prend
en compte les principes de base qui ne devraient pas e´voluer avec les de´veloppements
technologiques de la mission LISA.
2.4.3 Phaseme`tre et complexite´ des signaux
Le syste`me de mesures que l’on vient de pre´senter et la formulation des signaux qui
en re´sultent se situe au niveau des principes de base et ne prennent pas en compte toute
la complexite´ des phe´nome`nes mis en jeu. Cette description est bien suffisante pour la
mode´lisation que l’on souhaite faire, mais il est important de ne pas perdre de vue la
re´alite´ du syste`me pour situer les points de divergence entre le mode`le pre´ce´dent et les
ve´ritables mesures qui seront effectue´es, et e´ventuellement pour affiner la mode´lisation.
En effet, les mesures des signaux dans LISA exigent une telle pre´cision pour de´tecter des
ondes gravitationnelles que le moindre bruit, aussi faible soit-il, peut perturber le signal
et doit donc eˆtre conside´re´ dans une description technologique de ces mesures.
Dans ce syste`me de mesures, un des points les plus critiques est le phaseme`tre. On
a vu qu’il doit mesurer la diffe´rence de phases entre les faisceaux qui interfe`rent sur la
photodiode a` partir du signal fourni par celle-ci. Cette mesure est base´e sur le principe de
l’interfe´rence he´te´rodyne, c’est-a`-dire entre deux faisceaux de fre´quences diffe´rentes ( ν1
et ν2). La photodiode fournit un signal de battement dont la fre´quence correspond a` la
diffe´rence de fre´quences ν1− ν2. Le phaseme`tre mesure la phase φmes de ce battement par
rapport a` une re´fe´rence. Cette phase est proportionnelle a` la variation de chemin optique
8On verra que dans LISACode, le bruit de banc optique est conside´re´ mais peu utilise´.
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selon l’e´quation (2.16). La mesure en δν/ν s’obtient simplement en de´rivant cette mesure
de phase selon l’e´quation (2.15).
Ce phaseme`tre devra ge´rer le proble`me de l’effet Doppler induit par le mouvement
relatif des satellites. En effet, le temps de parcours des faisceaux le long des bras est
sujet au ”flexing” (cf. sous-section 2.2.2). Ce mouvement relatif entre le satellite e´metteur
et le satellite re´cepteur modifie la fre´quence du faisceau par effet Doppler. La vitesse
relative des deux satellites d’un meˆme bras L˙2 fluctuant entre 0 et 4 m.s
−1, la variation
de fre´quence due a` l’effet Doppler fluctue entre 0 et 3, 8 MHz. Par exemple, le faisceau
e´mis a` la fre´quence ν ′2 par le laser du banc optique 2’ est rec¸u par le banc optique 1
du satellite 1 a` la fre´quence
(
1− L˙2/c
)
ν ′2 ou` L˙2 est la de´rive´e de L2 par rapport au
temps. Cet effet induirait donc une phase sur la mesure qui serait
[(
1− L˙2/c
)
ν ′2 − ν1
]
t,
soit une variation de l’ordre d’un cycle en moins de 2 microsecondes9. Pour solutionner
ce proble`me, le phaseme`tre e´limine cette phase Doppler en la corrigeant en continue par
une boucle a` verrouillage de phase. Pour que cette boucle fonctionne le phaseme`tre doit
travailler a` une fre´quence supe´rieure a` celle induite par l’effet Doppler. Ce syste`me de
correction est aujourd’hui en cours de de´veloppement [86].
Pour re´aliser la mesure et corriger le signal, le phaseme`tre a besoin d’une re´fe´rence
temporelle tre`s stable car l’e´limination de l’effet Doppler et la mesure de phase doivent
eˆtre extreˆmement pre´cises. Cette re´fe´rence est l’horloge du satellite qui est un Oscillateur
Ultra-Stable (USO). Mais la pre´cision de cet USO est limite´e et la fre´quence qu’il fournit
est ”bruite´”. Ce bruit va donc perturber l’action du phaseme`tre et cre´er un bruit sur le
signal.
Le phaseme`tre fonctionne a` une fre´quence e´leve´e, typiquement entre 80 et 100MHz,
de fac¸on a` pouvoir e´liminer l’effet Doppler. Mais l’e´chantillonnage des signaux envoye´s
vers la Terre est de l’ordre du Hertz. Cette fre´quence d’e´chantillonnage est limite´e par la
distance entre LISA et la Terre, soit environ 52 millions de kilome`tres, et par la puissance
d’e´mission qui doit eˆtre assez faible pour ne pas perturber les masses inertielles par des
effets e´lectromagne´tiques. Le phaseme`tre doit donc sous-e´chantillonner le signal. Or pour
e´viter un repliement des hautes fre´quences vers les basses, il est ne´cessaire de filtrer avant
le sous-e´chantillonnage. Ce filtrage doit eˆtre tre`s efficace car il est ne´cessaire de conserver
la cohe´rence temporelle des bruits, et notamment du bruit laser, pour que la me´thode
nume´rique de re´duction des bruits, TDI, s’applique efficacement. Cela s’ajoute encore a`
la complexite´ du phaseme`tre. Ce proble`me de sous-e´chantillonnage devra d’ailleurs aussi
eˆtre conside´re´ dans la mode´lisation du phaseme`tre.
La formulation des signaux est donc beaucoup plus complexe que celle des e´quations
(2.40), (2.41), (2.42) et (2.43). Par exemple M. Tinto, F. B. Estabrook et J. W. Armstrong
donnent une formulation plus comple`te qui prend en compte une grande partie des points
que l’on vient de citer, dans l’article [72] (e´quations du signal (1), (2), (3) et (4)).
9Pour calculer ce temps, on suppose que les fre´quences des deux lasers sont e´gales a` ν0. La variation
de phase est alors L˙2ν0t/c = L˙2t/λ0, ce qui donne une variation de 2pi en un temps de 2piλ0/L˙2
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2.5 Time Delay Interferometry (TDI)
Les signaux issus des mesures interfe´rome´triques dans LISA, qui viennent d’eˆtre pre´-
sente´s (cf. section 2.4), sont comple`tement domine´s par le bruit laser (cf. section 2.3, en
particulier 2.3.1 et 2.3.5). Ce bruit est huit ordres de grandeur au-dessus des bruits se-
condaires (cf. figure 2.7). A moins d’une solution technologique miracle qui stabiliserait la
fre´quence des lasers avec une pre´cision 108 fois supe´rieure a` ce qui est faisable aujourd’hui,
l’application de la me´thode TDI est indispensable pour re´soudre ce proble`me et aboutir
a` un bon fonctionnement de LISA !
L’e´tude, la compre´hension et surtout l’application de TDI sur des signaux re´sultants
d’une mode´lisation relativement re´aliste de LISA (cf. le chapitre 3 sur LISACode) sont
parmi les points principaux du travail expose´ dans cette the`se. Il est donc important de
bien comprendre cette me´thode pour saisir les enjeux et les difficulte´s pre´sents dans la
mode´lisation et l’analyse du signal. La pre´sentation de TDI faite ici est loin d’eˆtre exhaus-
tive mais il existe une litte´rature importante sur le sujet dont les principaux spe´cialistes
sont Jean-Yves Vinet, Massimo Tinto, Sanjeev V. Dhurandhar, Michele Vallisneri, Rajesh
K. Nayak, Archana Pai, Frank B. Estabrook et John W. Armstrong. Les premiers articles
concernant cette me´thode sont [2], [73] et [34], parus en 1999 et 2002, c’est-a`-dire peu de
temps apre`s les premiers rapports sur LISA [15].
Dans cette partie, on expliquera le principe de TDI dans un premier temps puis l’ob-
tention des expressions de base, dites de premie`re ge´ne´ration, a` partir de la formalisation
de cette me´thode sur une configuration tre`s simplifie´e de LISA a` un laser par satellite.
Une interpre´tation ge´ome´trique de TDI sera alors pre´sente´e. Dans la suite, l’e´limination
des simplifications sera faite progressivement en examinant les conse´quences sur les ex-
pressions TDI. On pre´sentera ensuite la re´ponse de TDI aux ondes gravitationnelles et
aux bruits a` partir desquels on obtient la sensibilite´ de LISA. On exposera ensuite les
ge´ne´rations plus sophistique´es de TDI avant de conclure sur l’efficacite´ de cette me´thode.
2.5.1 Principe
Le principe de TDI est assez simple. Il repose sur le fait que chaque bruit laser est
mesure´ plusieurs fois. Par exemple le bruit p laser1 du laser associe´ au banc optique 1
intervient dans les mesures s1, s
′
2, τ1 et τ
′
1 (cf. figure 2.10). En combinant ces mesures, il
est alors possible d’e´liminer ce bruit laser. Le proble`me est que toutes ces mesures ne sont
pas faites au meˆme instant t, en raison du temps de parcours des faisceaux le long des
bras. Ce temps e´tant beaucoup plus grand que le temps caracte´ristique de variation du
bruit laser, le bruit laser p laser1 sur la mesure s1(t) au temps t est comple`tement diffe´rent
de celui sur la mesure s′2(t) au meˆme instant t. La solution de ce proble`me repose sur le
fait qu’un e´ve´nement ge´ne´re´ a` un instant t dans le bruit p laser1 sera rec¸u a` l’instant
10 t
sur s1 et a` l’instant t + L
′
3/c sur s
′
2, le faisceau ayant parcouru le bras 3 entre les deux
re´ceptions. De fac¸on plus ge´ne´rale, le bruit laser p laser1 qui intervient sur s
′
2(t+L
′
3/c) est
identique a` celui sur s1(t). Ou encore le bruit laser p
laser
1 sur la mesure s
′
2(t) est identique
a` celui sur la mesure s1(t − L′3/c), c’est-a`-dire sur la mesure s1 retarde´e du temps de
10Le temps de propagation dans le banc optique est ne´gligeable : il n’y a pas de variation du bruit entre
l’e´mission du laser et la re´ception sur la photodiode du meˆme banc optique
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parcours le long de bras 3, soit L′3/c. Ainsi, pour e´liminer les bruits laser, il faut combiner
des mesures retarde´es : c’est le principe meˆme de la me´thode Time Delay Interferomertry
(TDI ).
2.5.2 Formalisation
On va maintenant formaliser le fonctionnement de TDI sur un cas simplifie´ par diffe´-
rentes approximations. Par la suite, on complexifiera les choses en levant ces approxima-
tions.
L’objectif de TDI e´tant d’e´liminer le bruit laser, on peut, dans un premier temps, ne´-
gliger tous les autres bruits ainsi que le signal gravitationnel, soit faire les approximations :
Approximation 2.5.1 Tous les bruits de masse inertielle et de shot noise sont nuls, soit
pour i ∈ {1, 2, 3} :
δMIi = δ
′MI
i = s
SN+ABCO
i = s
′SN+ABCO
i = 0 (2.44)
Approximation 2.5.2 Tous les bruits de bancs optiques sont nuls, soit pour i ∈ {1, 2, 3} :
∆OBi = ∆
′OB
i = 0 (2.45)
Approximation 2.5.3 Il n’y a pas de signal gravitationnel, soit pour i ∈ {1, 2, 3} :
s OGi = s
′ OG
i = 0 (2.46)
De plus, on a vu en 2.4.1 que l’objectif des mesures interne-interne τ est de connaˆıtre le
bruit d’un laser par rapport a` l’autre laser du meˆme satellite. On verra plus tard l’uti-
lisation pre´cise de ces mesures (cf. sous-section 2.5.4), mais, pour l’instant, on conside`re
qu’elles rendent e´quivalents les deux lasers d’un meˆme satellite, ce qui revient a` l’approxi-
mation :
Approximation 2.5.4 Il n’y a qu’un bruit laser par satellite, soit pour i ∈ {1, 2, 3} :
p′ laseri = p
laser
i (2.47)
Pour retarder les mesures dans TDI, on utilise des ope´rateurs de retards Di de´finis
11 par :
Dix(t) = x
(
t− L
TDI
i (t)
c
)
(2.48)
11Il faut bien diffe´rentier ces ope´rateurs de retards utilise´s dans TDI de ceux utilise´s dans la formulation
des signaux et de´finis en (2.39). Les ope´rateurs utilise´s dans la formulations repre´sentent les retards re´els
tenant en compte des vraies longueurs de bras, tandis que les ope´rateurs utilise´s dans TDI repre´sentent
des retards applique´s nume´riquement sur les mesures en conside´rant des mesures ou des estimations sur
la longueurs des bras.
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ou` LTDIi (t) est la valeur de la longueur de bras utilise´e dans TDI. Pour simplifier la gestion
des retards, on ne´glige l’effet Sagnac et le flexing. Ces deux simplifications correspondent
respectivement aux approximations suivantes :
Approximation 2.5.5 Les temps de propagation sur un meˆme bras sont e´quivalents dans
les deux sens de propagation, c’est-a`-dire qu’il n’y a pas d’effet Sagnac. On a L′i = Li
donc, d’apre`s la de´finition d’un ope´rateur de retard (2.39), pour i ∈ {1, 2, 3} :
D′i = Di (2.49)
Approximation 2.5.6 Les temps de propagation ne varient pas dans le temps, c’est a`
dire qu’il n’y a pas de flexing . En conse´quence, les ope´rateurs de retards commutent, soit
pour i ∈ {1, 2, 3} :
DiDjx(t) = DjDix(t) = x,ij(t) = x,ji(t) = x
(
t− Li
c
− Lj
c
)
(2.50)
Sous les approximations 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.4, les mesures interne-interne τ sont nulles.
Il ne reste donc que les six mesures externe-interne a` conside´rer. En simplifiant les e´qua-
tions (2.40) et (2.42) par les quatre approximations 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 et 2.5.6,
ces mesures s’expriment comme :
sapprox.123456i = Di+2 p
laser
i+1 − p laseri (2.51)
s′approx.123456i = Di+1 p
laser
i+2 − p laseri (2.52)
ou` i ∈ {1, 2, 3}.
L’application de TDI consiste alors a` retarder et a` combiner ces six mesures sapprox.123456i
et s′approx.123456i pour e´liminer les bruits lasers p
laser
i et p
′ laser
i . Cela revient a` trouver les
coefficients qi et q
′
i qui sont solutions de l’e´quation suivante :
3∑
i=1
qi s
approx.123456
i + q
′
i s
′approx.123456
i = 0 (2.53)
ou` les coefficients qi et q
′
i de´pendent des retards Di et D
′
i. La re´solution de ce syste`me
se fait par des me´thodes alge´briques utilisant des outils comme le module de Syzygies et
les bases de Gro¨bner (cf. article [34], chapitre 3 de l’article de revue[74] et chapitre 10 du
document sur LISA re´dige´ par Jean-Yves Vinet pour LISAFrance [84]). Il existe plusieurs
solutions possibles, aussi appele´es ge´ne´rateurs, qui sont des ensembles de coefficients 12
12Un ensemble de six coefficients est souvent appele´ six-uples, dans les notations de Jean-Yves Vinet
et al.
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qi et q
′
i. Les quatre ge´ne´rateurs de base, dit ge´ne´rateurs Sagnac, appele´s α, β, γ et ζ,
s’expriment par les ensembles (q1, q2, q3, q
′
1, q
′
2, q
′
3) suivants :
α = (−1,−D3,−D1D3, 1, D1D2, D2) (2.54)
β = (−D1D2,−1,−D1, D3, 1, D2D3) (2.55)
γ = (−D2,−D2D3,−1, D1D3, D1, 1) (2.56)
ζ = (−D1,−D2,−D3, D1, D2, D3) (2.57)
A partir de ces ge´ne´rateurs de base, il est possible de former d’autres ge´ne´rateurs, qui
e´liminent tout aussi bien le bruit laser, puisque ce sont des combinaisons de α, β, γ et
ζ. Les ge´ne´rateurs couramment utilise´s X, P , E et U sont de´crits par les combinaisons
suivantes :
D1X1st = D2D3α−D2β −D3γ + ζ (2.58)
P1st = ζ −D1α (2.59)
E1st = α−D1ζ (2.60)
U1st = D1γ − β (2.61)
L’indice 1st indique que ces ge´ne´rateurs sont dits de premie`re ge´ne´ration. On verra par
la suite qu’il existe d’autres ge´ne´rations adapte´s aux cas plus complexes (cf. sous-section
2.5.9 et 2.5.10). Les ensembles de six coefficients correspondant a` X1st, P1st, E1st et U1st,
obtenus par application des e´quations (2.58), (2.59), (2.60) et (2.61) sur les ge´ne´rateurs
α, β, γ et ζ, sont :
X1st =
(
1−D22, 0,−D2 +D2D23,−1 +D23, D3 −D22 D3, 0
)
(2.62)
P1st =
(
0,−D2 +D1D3,−D3 +D21D3, 0, D2 −D21D2,−D1D2 +D3
)
(2.63)
E1st =
(−1 +D21, D1D2 −D3, 0, 1−D21, 0, D2 −D1D3) (2.64)
U1st =
(
0,−1 +D1D2D3, 0, D3 −D21D3, 1−D21,−D1 +D2D3
)
(2.65)
A partir de chacun des ge´ne´rateurs pre´ce´dents, on peut former deux autres ge´ne´rateurs
par permutation circulaire des indices des retards et des signaux. Par exemple a` partir
de X1st, on forme le ge´ne´rateur Y1st par permutation i → i + 1 et le ge´ne´rateur Z1st par
permutation i→ i+ 2 ce qui donne :
Y1st =
(
D3 −D3D21,−1 +D23, 0, 0, 1−D21,−D1 +D23 D1
)
(2.66)
Z1st =
(
0, D1 −D1D22,−1 +D21,−D2 +D21 D2, 0, 1−D22
)
(2.67)
Ces trois ge´ne´rateurs (X1st, Y1st, Z1st) sont appele´s ge´ne´rateurs Michelson, pour des rai-
sons que l’on verra par la suite (cf. sous-section suivante 2.5.3). L’obtention des coefficients
par permutation circulaire est plus explicite si on conside`re la formulation ou` les signaux
apparaissent explicitement (e´quation (2.70)). De la meˆme manie`re, on forme par permuta-
tion circulaire a` partir de P1st les trois ge´ne´rateurs Beacons ( P1st, Q1st, R1st), a` partir de
E1st les trois ge´ne´rateursMonitors ( E1st, F1st, G1st) et a` partir de U1st les trois ge´ne´rateurs
Relays ( U1st, V1st, W1st).
On voit qu’il est donc possible de former un grand nombre de ge´ne´rateurs qui four-
nissent des flux de donne´es dans lesquels le bruit laser est the´oriquement e´limine´.
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2.5.3 Interpre´tation physique et ge´ome´trique de TDI
Dans la partie pre´ce´dente, on a formule´ alge´briquement la me´thode TDI et on a de´fini
un certain nombre de solutions sous la forme de ge´ne´rateurs. Dans cette partie, on va voir
l’application de TDI sur les signaux des phaseme`tres et l’interpre´tation physique que l’on
peut en tirer.
L’application de chacun de ces ge´ne´rateurs sur les six signaux s1, s2, s3, s
′
1, s
′
2, s
′
3
fournit un flux de donne´es dans lequel le bruit laser est e´limine´. Conside´rons l’exemple
du ge´ne´rateur Sagnac α. Son application correspond a` la combinaison (2.68) des signaux.
En explicitant les retards par les temps de parcours correspondants, on obtient l’e´qua-
tion (2.69) :
α = −s1 −D3s2 −D1D3s3 +s′1 +D2s′3 +D1D2s′2 (2.68)
α(t) = −s1(t)− s2
(
t− L3
c
)
− s3
(
t− L3
c
− L1
c
)
+s′1(t) + s
′
3
(
t− L2
c
)
+ s′2
(
t− L2
c
− L1
c
)
(2.69)
Dans cette formulation, on constate que les signaux retarde´s se se´parent en deux groupes :
ils peuvent eˆtre compte´s positivement ou ne´gativement. Or ces signaux sont des mesures
de phase. On a donc une diffe´rence entre deux sommes de mesures de phase, ce qui peut
s’interpre´ter comme une interfe´rence entre deux faisceaux, chaque faisceau correspondant
a` une somme. Dans la premie`re somme de la formulation (2.68), c’est-a`-dire s1 +D3s2 +
D1D3s3, les faisceaux externes qui interviennent sont :
s1 : Le faisceau externe dans cette mesure est celui e´mis par le satellite 2 au temps
t− L3/c voyageant le long du bras 3 et rec¸u par le satellite 1 au temps t,
D3s2 : Le faisceau externe dans cette mesure est celui e´mis par le satellite 3 au temps
t − L3/c − L1/c voyageant le long du bras 1 et rec¸u par le satellite 2 au temps
t− L3/c,
D1D3s3 : Le faisceau externe dans cette mesure est celui e´mis par le satellite 1 au temps
t−L3/c−L1/c−L2/c voyageant le long du bras 2 et rec¸u par le satellite 3 au temps
t− L3/c− L1/c,
On constate que ces trois faisceaux sont continus aussi bien spatialement que temporelle-
ment. Ils sont alors e´quivalent a` un seul et meˆme faisceau repre´sente´ en tirets verts sur la
figure 2.11 gauche. Ce faisceau est e´mis par le satellite 1, re´fle´chi sur le satellite 3 puis sur
le satellite 2, avant d’eˆtre rec¸u par le satellite 1. Lorsqu’on applique le meˆme raisonnement
sur la deuxie`me somme de la formulation (2.68), c’est-a`-dire s′1 + D2s′3 + D1′D2′s′2, on
obtient un faisceau voyageant en sens inverse du premier, soit le faisceau en trait plein
rouge sur la figure 2.11 gauche. Ce ge´ne´rateur s’interpre`te donc comme une interfe´rence
entre deux faisceaux, ou plus exactement deux boucles de faisceaux, e´mis par le meˆme
laser et interfe´rant sur une photodiode. Cette interfe´rence est similaire a` celle d’un in-
terfe´rome`tre classique ou` l’e´limination du bruit laser vient du fait que les deux faisceaux
qui interfe`rent sont issus du meˆme laser. Voila` pourquoi cette me´thode s’appelle me´thode
d’interfe´rome´trie nume´rique retarde´e ou Time Delay Interferometry.
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Fig. 2.11: Repre´sentations ge´ome´triques des ge´ne´rateurs TDI Sagnac α, a` gauche, et Mi-
chelson X (ge´ne´ration 1 et 1.5), a` droite. Les deux types de fle`ches (couleur et style de trait)
correspondent aux trajets des deux boucles de faisceaux qui interfe`rent.
L’interpre´tation ge´ome´trique que l’on vient de faire pour le ge´ne´rateur α peut se faire
pour la plupart des ge´ne´rateurs. Elle est pre´sente´e en de´tails dans l’article Geometric TDI
de M. Vallisneri [82]. Le ge´ne´rateur X1st, de´fini par la formulation (2.62), correspond a` la
combinaison de signaux retarde´s suivante :
X1st = −s1 −D3 s′2 −D23 s′1 −D23D2 s3 +s′1 +D2 s3 +D22 s1 +D22D3 s2′
(2.70)
X1st(t) = −s1(t)− s′2
(
t− L3
c
)
− s′1
(
t− 2L3
c
)
− s3
(
t− 2L3
c
− L2
c
)
+s′1
(
t− L3
c
)
+ s3
(
t− L2
c
)
+ s1
(
t− 2L2
c
)
+ s2′
(
t− 2L2
c
− L3
c
)
(2.71)
Il s’interpre`te par les deux boucles de faisceaux pre´sente´es sur la figure 2.11 droite. Comme
on peut le voir, seuls les faisceaux circulant le long des bras 2 et 3 interviennent. La
configuration obtenue est donc similaire a` celle des interfe´rome´tres de Michelson terrestres
d’ou` le nom Michelson donne´ aux ge´ne´rateurs (X1st, Y1st, Z1st).
La figure 2.12 donne les repre´sentations simplifie´es correspondant aux ge´ne´rateurs
Beacons ( P1st, Q1st, R1st), Monitors ( E1st, F1st, G1st) et Relays ( U1st, V1st,W1st), de´finis
pre´ce´demment (cf. figure 2.5.2).
Outre le de´veloppement alge´brique, il est donc aussi possible de former des ge´ne´rateurs
TDI en raisonnant ge´ome´triquement sur des boucles de faisceaux qui interfe`rent.
2.5.4 Formulation en conside´rant deux lasers par satellite
Les de´veloppements de TDI pre´sente´s pre´ce´demment supposaient l’approximation 2.5.4,
c’est-a`-dire en ne conside´rant qu’un seul laser par satellite. Dans cette partie, on va voir
comment on peut e´viter cette approximation en utilisant les signaux τ et prendre ainsi en
compte le cas re´el a` deux lasers. On verra qu’au final, cela n’impose aucun changement
dans les ge´ne´rateurs TDI pre´ce´demment de´finis.
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Fig. 2.12: Repre´sentations ge´ome´triques simplifie´es des ge´ne´rateurs TDI Beacon P , a` gauche,
Monitor E au centre, et Relay U a` droite. Ces repre´sentations sont simplifie´es dans le sens ou`
toutes les boucles de faisceaux ne sont pas repre´sente´es. c© M. Tinto [74]
Avec deux bruits laser par satellite, la formulation des 12 signaux est la suivante :
sapprox.12356i = Di+2 p
′ laser
i+1 − p laseri (2.72)
τapprox.1i = p
′ laser
i − p laseri (2.73)
s′approx.12356i = Di+1 p
laser
i+2 − p′ laseri (2.74)
τ ′approx.1i = p
laser
i − p′ laseri (2.75)
ou` i ∈ {1, 2, 3}. En combinant les 12 signaux rec¸us, on forme 6 nouveaux flux de donne´es
ηi et η
′
i qui sont :
ηi = si − 1
2
Di+2 (τi+1 − τ ′i+1) (2.76)
η′i = s
′
i +
1
2
(τi − τ ′i) (2.77)
En remplac¸ant les signaux rec¸us (2.72), (2.73), (2.74) et (2.75) dans les formulations (2.76)
et (2.77), on obtient :
ηi = Di+2 p
laser
i+1 − p laseri (2.78)
η′i = Di+1 p
laser
i+2 − p laseri (2.79)
Ces formulations des ηi et η
′
i sont identiques a` celles des s
approx.123456
i et s
′approx.123456
i ,
donne´es par (2.51) et (2.52). Le syste`me est donc le meˆme que celui a` partir duquel les
ge´ne´rateurs TDI ont e´te´ de´finis (cf. sous-section 2.5.2). Ces ge´ne´rateurs s’appliquent alors
de la meˆme manie`re sur les ηi et η
′
i qu’ils s’appliquaient pre´ce´demment sur les s
approx.123456
i
et s′approx.123456i . Le calcul des ηi et η
′
i est juste une e´tape supple´mentaire a` effectuer avant
l’application des ge´ne´rateurs TDI.
2.5.5 Elimination des bruits de bancs optiques par TDI
Jusqu’a` pre´sent seul le bruit laser a e´te´ pris en compte. Les autres bruits ont e´te´
ne´glige´s par les approximations 2.5.1 et 2.5.2, pour simplifier la mise en place de TDI.
Dans cette partie, l’approximation 2.5.2 est leve´e et on va alors e´tudier l’impact de TDI
sur les bruits de banc optique.
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Si on ne conside`re que les bruits laser et les bruits de banc optique, la formulation des
signaux est la suivante :
slaser+BOi = Di+2
(
p′ laseri+1 +∆
′BO
i+1
)
+∆BOi − p laseri (2.80)
τ laser+BOi = p
′ laser
i − p laseri + 2∆′BOi (2.81)
s′laser+BOi = Di+1
(
p laseri+2 −∆BOi+2
)−∆′BOi − p′ laseri (2.82)
τ ′laser+BOi = p
laser
i − p′ laseri − 2∆BOi (2.83)
On voit de´ja` que dans les expressions (2.80) et (2.82) le bruit de banc optique est retarde´
comme le bruit laser associe´. Le calcul des flux TDI interme´diaires ηi et η
′
i a` partir des
signaux de mesures de´finis ci-dessus donnent :
ηlaser+BOi = Di+2
(
p laseri+1 −∆BOi+1
)− (p laseri −∆BOi ) (2.84)
η′laser+BOi = Di+1
(
p laseri+2 −∆BOi+2
)− (p laseri −∆BOi ) (2.85)
On constate que les bruits de banc optique interviennent exactement de la meˆme manie`re
que les bruits laser associe´s. Les ge´ne´rateurs TDI e´liminent donc e´galement ce bruit.
De plus, le bruit de banc optique e´tant beaucoup plus faible que le bruit laser, il est
comple`tement domine´ par ce dernier, d’ou` le fait qu’il soit la plupart du temps ne´glige´.
2.5.6 Re´ponse de TDI au signal gravitationnel
Dans l’analyse pre´ce´dente, on a vu comment la me´thode TDI combine les signaux de
mesure pour former de nouveaux signaux dans lesquels le bruit laser est e´limine´. L’in-
formation scientifique que l’on souhaite extraire de ces nouveaux flux de donne´es est le
signal gravitationnel. Ce signal avait e´te´ pose´ nul par l’approximation 2.46 pour mettre
en place la me´thode TDI 13. On va maintenant e´liminer cette approximation 2.46 afin
d’e´tudier comment le signal gravitationnel apparaˆıt dans les flux de donne´es obtenus par
les ge´ne´rateurs TDI.
Le signal gravitationnel n’intervient que dans les mesures externe-interne si et s
′
i
respectivement par les termes s OGi et s
′ OG
i (cf. e´quations (2.40) et (2.42)). Il n’y a
donc aucune modification induite par le calcul des flux interme´diaires ηi et η
′
i (cf. sous-
section 2.5.4) qui de´pendent des s OGi et s
′ OG
i de la meˆme manie`re que les si et s
′
i. La
composante gravitationnelle du signal obtenue a` partir d’un ge´ne´rateur TDI correspond
simplement a` l’application des coefficients qi et q
′
i du ge´ne´rateur sur les signaux gravita-
tionnels s OGi et s
′ OG
i , soit :
TDI OG = q1s
OG
1 + q2s
OG
2 + q3s
OG
3 + q
′
1s
′ OG
1 + q
′
2s
′ OG
2 + q
′
3s
′ OG
3 (2.86)
Par exemple pour le ge´ne´rateur TDI Michelson X1st, la contribution gravitationnelleX
OG
1st
est tout simplement :
X OG1st = −s OG1 −D3s′ OG2 −D23s′ OG1 −D23D2s OG3 +s′ OG1 +D2s OG3 +D22s OG1 +D22D3 s′ OG2
(2.87)
13Le signal gravitationnel a e´te´ pose´ nul, de fac¸on a` avoir un 0 dans l’e´quation de base de TDI (2.53).
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Les signaux gravitationnels s OGi et s
′ OG
i correspondent a` la somme des variations
relatives de fre´quence induites par les ondes gravitationnelles sur le faisceau externe (cf.
sous-section 1.6.2.7). La variation induite sur un bras par les ondes gravitationnelles est
s OGbras (t) de´finie par l’e´quation (1.155). Le signal s
OG
i (t) correspond alors au signal s
OG
bras (t)
sur le bras i+2 et s′ OGi (t) a` celui sur le bras i+1. Ces signaux de´pendent donc des ondes
gravitationnelles, soit de 5 parame`tres pour chaque onde : 3 angles de localisation qui sont
la polarisation ψj et la position de la source (βj, λj), et 2 e´volutions temporelles hS+,j(t)
et hS×,j(t) des composantes de polarisation (l’indice j re´fe´rence l’onde conside´re´e). Ils
de´pendent e´galement du moment de l’anne´e conside´re´ puisque la position du bras varie
avec une pe´riode d’un an. En fait c’est l’angle entre la direction du bras et celle de la
source qui intervient. Autrement dit LISA voit la source sous diffe´rentes orientations au
cours d’une anne´e. Cet effet est notamment a` la base de la localisation des sources dans
la me´thode d’analyse expose´e dans cette the`se au chapitre 4.
Pour caracte´riser et comparer les re´ponses de chaque ge´ne´rateur TDI aux ondes gra-
vitationnelles, il faut conside´rer la re´ponse de LISA a` une onde tre`s ge´ne´rale non localise´e.
Typiquement, on conside`re la racine de la moyenne du carre´e de re´ponse a` chaque pola-
risation, autrement dit la re´ponse RMS (Root Mean Square). L’onde qui est couramment
utilise´e pour cette caracte´risation n’a aucune re´alite´ physique. Elle est distribue´e de ma-
nie`re isotrope sur l’ensemble du ciel. Ainsi, la puissance de la re´ponse gravitationnelle est
inde´pendante de l’orientation de LISA par rapport a` la source. La position de LISA peut
donc eˆtre fixe´e. La distribution spectrale de l’onde est plate, c’est-a`-dire que l’amplitude
des composantes h+ et h× est la meˆme pour toutes les fre´quences. Cette amplitude est
fixe´e a` 1 pour les deux composantes : h+ = h× = 1. Son angle de polarisation est ale´atoire,
ce qui permet d’e´liminer les termes croise´s entre h+ et h× dans le calcul de la re´ponse
gravitationnelle RMS.
Ce calcul de la re´ponse gravitationnelle RMS est semi-analytique, car il fait intervenir
une inte´gration nume´rique sur l’ensemble des directions du ciel. Il est utilise´ dans de nom-
breux articles concernant TDI et est notamment pre´sente´ dans l’article de Dhurandhar,
Nayak et Vinet [34] ainsi que dans le LISA Whitepaper de Tinto, Estabrook et Armstrong,
rapport technique du projet LISA sur TDI [75]. Les re´ponses ici pre´sente´es sont obtenues
a` partir d’un programme de Jean-Yves Vinet qui effectue l’inte´gration nume´rique.
Avant de conside´rer la re´ponse aux ge´ne´rateurs TDI, on s’inte´resse a` la re´ponse d’un
phaseme`tre a` l’onde gravitationnelle pre´ce´demment de´crite. Cette re´ponse correspond a`
la courbe de la figure 2.13. On constate que pour des fre´quences infe´rieures a` 3 mHz,
la re´ponse RMS est proportionnelle a` la fre´quence. La limite supe´rieure de ce domaine
basses fre´quences se situe aux environs de la fre´quence caracte´ristique d’un bras fL de´finie
par :
fL =
c
L
(2.88)
En effet, pour ces basses fre´quences, l’e´volution de l’onde sur le temps de parcours d’un
bras est faible. Le premier terme du de´veloppement de Taylor du nume´rateur de la for-
mulation du signal (1.153) est alors la de´rive´e premie`re de l’onde gravitationnelle h˙ d’ou`
la re´ponse proportionnelle a` f . A haute fre´quence, la re´ponse est e´quivalente a` la moitie´
de l’amplitude de l’onde.
Les courbes de la figure 2.14 repre´sentent les re´ponses gravitationnelles des ge´ne´rateurs
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Fig. 2.13: Re´ponse gravitationnelle RMS du signal du phaseme`tre sOG1 a` une onde d’ampli-
tude 1. A titre comparatif, la re´ponse du ge´ne´rateur TDI Michelson X, qui sera reprise sur la
figure 2.14, est repre´sente´ en tirets verts.
TDI de´crits pre´ce´demment (cf. sous-section 2.5.2). De fac¸on ge´ne´rale, on constate que la
re´ponse croit re´gulie`rement avec la fre´quence a` basse fre´quence et oscille en pre´sentant
des minima a` haute fre´quence.
Par une e´tude quantitative, on va maintenant expliquer les diffe´rents effets visibles sur
les courbes de re´ponse.
On constate que, pour les fre´quences infe´rieures a` 10 mHz, la re´ponse e´volue comme
le carre´ de la fre´quence pour tous les ge´ne´rateurs e´tudie´s sauf pour ζ, qui re´pond tre`s
peu a` basse fre´quence. L’e´volution proportionnelle au carre´ de la fre´quence vient du fait
que ces ge´ne´rateurs agissent a` basse fre´quence comme une de´rive´e sur le signal des pha-
seme`tres. Ils agissent donc comme une de´rive´e seconde sur l’onde gravitationnelle. ζ, qui
n’est compose´ que de termes en Diss tous e´quivalents, ne re´pond pas a` basse fre´quence.
Cette particularite´ du ge´ne´rateur ζ peut eˆtre inte´ressante, par exemple si on veut e´tudier
des sources a` haute fre´quence sans eˆtre geˆne´ par des sources basse fre´quence.
L’autre particularite´ commune a` tous les ge´ne´rateurs est le fait qu’a` hautes fre´quences
il y a des oscillations dans la re´ponse. Pour certaines fre´quences tre`s pre´cises, la re´ponse
est meˆme comple`tement nulle. Ces fre´quences sont des multiples de la fre´quence d’un
bras fL ou de la demi fre´quence d’un bras fL/2. En effet pour ces fre´quences, l’onde
gravitationnelle de´place les deux satellites de chaque bras simultane´ment, de telle sorte
qu’il n’y a pas de signal. Ce phe´nome`ne apparaˆıt aussi sur la re´ponse aux bruits que l’on
verra dans la partie suivante ou` ces minima seront mathe´matiquement explicite´s.
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Fig. 2.14: Re´ponse gravitationnelle RMS pour les ge´ne´rateurs TDI Michelson X en trait
plein rouge, Sagnac α en pointille´s roses, ζ en points-tirets bleus clairs, Beacon P et Monitor
E en tirets bleus, et Relay U en tirets serre´s verts. Ces courbes ont e´te´ obtenues a` partir du
programme de J-Y Vinet qui effectue le calcul semi-analytique.
2.5.7 Re´ponse de TDI aux bruits
Jusqu’a` pre´sent seul le bruit laser et le bruit de banc optique ont e´te´ pris en compte.
Les autres bruits ont e´te´ ne´glige´s par l’approximation 2.5.1. Dans cette partie, cette ap-
proximation est leve´e et on va e´tudier la re´ponse des ge´ne´rateurs TDI aux bruits de masse
inertielle (MI) puis aux bruits de chemin optique(OP) englobant le shot noise (SN) et les
autres bruits de chemin optique (ABCO).
L’e´tude qui va suivre portant uniquement sur les bruits, les signaux gravitationnels
ne sont pas conside´re´s, c’est a` dire qu’on se place dans le cas de l’approximation 2.5.3.
De plus, les bruits lasers et les bruits de banc optique e´tant e´limine´s par TDI, on ne va
conside´rer que les bruits de masses inertielles δMIi et δ
′MI
i , et les bruits de chemin optique,
sSN+ABCOi et s
′SN+ABCO
i . Les signaux de mesures sont alors :
sMI+SN+ABCOi = s
SN+ABCO
i − 2δMIi (2.89)
τMI+SN+ABCOi = −2δ′MIi (2.90)
s′MI+SN+ABCOi = s
′SN+ABCO
i + 2δ
′MI
i (2.91)
τ ′MI+SN+ABCOi = 2δ
MI
i (2.92)
Les flux TDI interme´diaires correspondants sont :
ηMI+OP+ABCOi = s
SN+ABCO
i − 2δMIi +Di+2
(
δMIi+1 + δ
′MI
i+1
)
(2.93)
η′MI+OP+ABCOi = s
′SN+ABCO
i + δ
′MI
i − δMIi (2.94)
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Le ge´ne´rateur TDI est ensuite applique´ sur ces flux TDI interme´diaires, l’objectif e´tant
d’estimer la re´ponse du ge´ne´rateur aux bruits. Pour exposer les e´tapes de cette estima-
tion, on prend l’exemple du ge´ne´rateur Michelson X1st. Sa re´ponse aux bruits de masses
inertielles et de chemins optiques est :
XMI+OP1st = (D
2
2 − 1)(1 +D23)δMI1 − 2D2(D23 − 1)δMI3
+(D23 +D
2
2(D
2
3 − 1)− 1)δ′MI1 + (2D3 − 2D22D3)δ′MI2
+(1−D22)sOP1 +D2(D23 − 1)sOP3
+(D23 − 1)s′OP1 + (D3 −D22D3)s′OP2 (2.95)
ou` l’exposant OP est e´quivalent a` SN + ABCO et indique les bruits de chemin optique.
L’objectif est de faire apparaˆıtre les densite´s spectrales de puissance (DSP) des bruits
puisque ce sont elles qui les de´finissent (cf. section 2.3). La DSP de´finie par l’expres-
sion (2.19) se calcule comme le module au carre´ de la transforme´e de Fourrier du bruit.
Dans l’espace de Fourrier, un ope´rateur de retard s’exprime comme :
Dix˜(f) = x˜(f) e
−2ipif Li
c (2.96)
Dans le calcul du module au carre´
〈∣∣XMI+OP1st ∣∣2〉2 de la re´ponse du ge´ne´rateur aux bruits,
les termes croise´s sont nuls car les bruits ne sont pas corre´le´s 14. Apre`s quelques calculs,
la DSP de la re´ponse du ge´ne´rateur TDI est alors :〈∣∣XMI+OP1st ∣∣2〉 = 4 SMI [2− cos(4πfL2c
)
− cos
(
4πfL3
c
)]
+4 (SOP )
[
6− 2 cos
(
4πfL2
c
)
− 2 cos
(
4πfL3
c
)
− cos
(
4πf(L2 − L3)
c
)
− cos
(
4πf(L2 + L3)
c
)]
(2.97)
ou` la DSP du bruit de masse inertielle est :
SMI =
〈∣∣∣ ˜δMIi ∣∣∣2〉 = 〈∣∣∣ ˜δ′MIi ∣∣∣2〉 (2.98)
et la DSP du bruit de chemin optique e´gale a` la somme de la DSP du bruit de shot noise
et de la DSP des autres bruits de chemin optique, est :
SOP = SSN + SABCO =
〈∣∣∣ ˜sOPi ∣∣∣2〉 = 〈∣∣∣ ˜s′OPi ∣∣∣2〉 (2.99)
Pour simplifier l’expression 2.97, on conside`re l’approximation des bras e´gaux :
14Il n’y a pas de corre´lation entre deux bruits de masses inertielles, δMIi δ
MI
j = 0 , entre deux bruits
de chemin optique sOPi s
OP
j = 0 ou encore entre bruit de masse inertielle et bruit de chemin optique
δMIi s
OP
j = 0
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Approximation 2.5.7 Tous les bras sont de meˆme longueur :
L1 = L2 = L3 = L (2.100)
On obtient alors la DSP de la re´ponse du ge´ne´rateur Michelson X1st suivante :
SMI+SN+ABCOX1st = 16 SOP sin
2 φL + 8 SMI
(
sin2(2φL) + 4 sin
2 φL
)
(2.101)
ou` φL est la phase associe´e a` un bras de´finie par :
φL(f) =
2πfL
c
=
2πf
fL
avec fL =
c
L
(2.102)
fL e´tant la fre´quence d’un bras. La figure 2.15 repre´sente la DSP de la re´ponse aux bruits
d’un ge´ne´rateurMichelson, ainsi que la contribution des deux types de bruits. Les re´ponses
des deux autres ge´ne´rateurs Michelson, Y et Z sont identiques a` celle de X. Les DSP des
bruits correspondent aux expressions standards (2.21), (2.31) et (2.38) (cf. section 2.3).
On constate qu’a` basse fre´quence le bruit des masses inertielles domine. Il pre´sente un
plateau qui s’explique par le fait que pour ces fre´quences, φL est tre`s infe´rieure a` 1 et donc
que sin2 φL ≈ φ2L ∝ f 2. Or la DSP des bruits de masses inertielles est proportionnelle a`
l’inverse de la fre´quence au carre´, SMI ∝ f−2 et donc le terme SOP sin2 φL ne de´pend pas
de la fre´quence. A haute fre´quence, la re´ponse est domine´e par le shot noise et les bruits de
chemin optique. On observe, dans cette partie du spectre, des oscillations avec des minima
tre`s marque´s a` certaines fre´quences. Ces phe´nome`nes sont d’ailleurs aussi pre´sents sur la
re´ponse gravitationnelle vue dans la partie pre´ce´dente 2.5.6. Ces minima correspondent
aux fre´quences pour lesquelles φL = nπ ou` n est un entier, c’est-a`-dire les fre´quences qui
sont des demi-multiples de fre´quence d’un bras, soit :
fmin,X =
n
2
fL (2.103)
La fre´quence moyenne d’un bras de 5 millions de kilome`tres e´tant fL = 60 mHz, les
minima sont aux fre´quences : 30 mHz, 60 mHz, 90 mHz, 120 mHz, etc.
La DSP de la re´ponse aux bruits des autres ge´ne´rateurs TDI est obtenue par un calcul
similaire. Les expressions obtenues sont :
SMI+OPα = 6 SOP + 8 SMI
(
2 sin2
φL
2
+ sin2
3φL
2
)
(2.104)
SMI+OPζ = 6 SOP + 24 SMI sin
2 φL
2
(2.105)
SMI+OPP1st = 8 SOP
(
sin2
φL
2
+ sin2 φL
)
+ 8 SMI
(
4 sin2
φL
2
+ sin2 φL
)
(2.106)
SMI+OPE1st = S
MI+OP
P1st
(2.107)
SMI+OPU1st = SOP
(
4 sin2
φL
2
+ 8 sin2 φL + 4 sin
2 3φL
2
)
+8 SMI
(
2 sin2
φL
2
+ sin2 φL + 2 sin
2 3φL
2
)
(2.108)
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Fig. 2.15: Densite´ spectrale de puissance de la re´ponse aux bruits du ge´ne´rateur Michelson. La
courbe en trait plein rouge correspond a` la re´ponse aux bruits de masses inertielle seuls. Celle
en tirets bleus correspond a` la re´ponse aux bruits de shot noise (SN) et aux autres bruits de
chemin optique. La courbe en tirets serre´s verts correspond a` la re´ponse a` tous les bruits.
Ces expressions correspondent aux e´quations (53), (58), (63), (68), (73) et (78) du LI-
SAWhite paper [75]. Ces DSP sont repre´sente´es par les courbes de la figure 2.16. Comme
pour les ge´ne´rateurs Michelson, les re´ponses des trois ge´ne´rateurs Beacon P , Q, R sont
identiques, de meˆme que celles des trois ge´ne´rateurs Monitor E, F , G, celles des trois
ge´ne´rateurs Relay U , V , W et celles des trois ge´ne´rateurs Sagnac α, β, γ. A basse fre´-
quence, le plateau de la re´ponse aux bruits des masses inertielles est pre´sent quelque soit le
ge´ne´rateur. Par contre, ils ne pre´sentent pas tous la meˆme structure a` hautes fre´quences.
Les re´ponses de α et ζ ne pre´sentent aucune oscillation et leurs DSP e´voluent comme le
carre´ de la fre´quence. Les re´ponses des ge´ne´rateurs Beacon, Monitor et Relay pre´sentent
des oscillations mais deux fois moins de minima pique´s que la re´ponse des ge´ne´rateurs
Michelson. Cela vient du terme en φL/2, qui est nul pour φL = 2 nπ, alors que la re´ponse
du Michelson est nulle pour φL = nπ. Les minima des ge´ne´rateurs P , Q, R, E, F , G, U ,
V , W sont donc aux fre´quences fmin,PQREFGUVW = n fL soit 60 mHz, 120 mHz, etc.
2.5.8 Sensibilite´ de LISA
Les re´ponses des ge´ne´rateurs TDI aux ondes gravitationnelles et aux bruits ont e´te´
de´finies dans les deux dernie`res parties. Ces deux re´ponses sont utilise´es pour spe´cifier la
sensibilite´ de LISA qui est pre´sente´e dans cette partie.
Le rapport entre la re´ponse gravitationnelle et la re´ponse aux bruits inte´gre´ sur un an
correspond a` une de´finition ge´ne´rale du rapport signal sur bruit dans LISA (SNR : Signal
Noise Ratio). La sensibilite´ h est fixe´e pour un rapport signal sur bruit de 5. Elle est donc
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Fig. 2.16: Densite´ spectrale de puissance de la re´ponse aux bruits des ge´ne´rateurs Michelson
X en trait plein rouge, Sagnac α en pointille´s roses, Sagnac symetrique ζ en points-tirets bleus
clairs, Beacon P et Monitor E en tirets bleus, Relay U en tirets serre´s verts.
de´finie comme 5 divise´ par le SNR, soit :
h(f) = 5
√
STDI,Noise(f)
1 An
1
RepOGTDI(f)
(2.109)
ou` STDI est la densite´ spectrale de la re´ponse du ge´ne´rateur TDI aux bruits et Rep
GW
TDI
(cf. sous-section 2.5.7) sa re´ponse aux ondes gravitationnelles (cf. sous-section 2.5.6).
La figure 2.17 repre´sente les courbes de sensibilite´ pour les ge´ne´rateurs TDI pre´-
ce´demment de´finis. L’impact de chaque bruit dans la re´ponse du ge´ne´rateur (cf. sous-
section 2.5.7) est directement reporte´ sur la courbe de sensibilite´, c’est-a`-dire que la re-
monte´e a` basse fre´quence est due aux bruits de masse inertielle et qu’a` haute fre´quence
le shot noise et les bruits de chemin optique dominent. On retrouve e´galement le fait que
le ge´ne´rateur Sagnac syme´trique ζ n’est pas sensible a` basse fre´quence. Les oscillations
pre´sentes dans la re´ponse gravitationnelle et dans la re´ponse aux bruits sont e´galement
visibles sur la sensibilite´. Mais il faut eˆtre prudent sur l’interpre´tation des extrema pour
les fre´quences qui correspondent a` un minimum dans la re´ponse. En effet, on constate
que, pour ces fre´quences, la sensibilite´ a une valeur finie qui re´sulte du rapport de deux
re´ponses nulles. Ce rapport est mathe´matiquement de´termine´ mais la re´ponse gravita-
tionnelle e´tant nulle, il n’y a de toute fac¸on pas de de´tection possible pour ces fre´quences.
Ces courbes de sensibilite´ sont tre`s souvent utilise´es dans la communaute´ des ondes
gravitationnelles pour de´crire la sensibilite´ d’un instrument car elles donnent une estima-
tion de sa capacite´ de de´tection. En effet, une source gravitationnelle d’amplitude et de
fre´quence donne´es se place dans le graphe de la figure 2.17. Si la source se situe au dessus
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Fig. 2.17: Courbe de sensibilite´ des ge´ne´rateurs Michelson X en trait plein rouge, Sagnac α
en pointille´s roses, Sagnac symetrique ζ en points-tirets bleus clairs, Beacon P et Monitor E en
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de la courbe, elle est potentiellement de´tectable. Dans le cas du de´tecteur LISA, cette
sensibilite´ varie selon le ge´ne´rateur TDI utilise´.
Il faut tout de meˆme prendre quelques pre´cautions avec ces courbes de sensibilite´. Elles
indiquent uniquement qu’une source est potentiellement de´tectable mais ne garantissent
en rien sa de´tection. En effet, cette de´tection de´pend de la position de la source par
rapport a` l’orientation de LISA. Et donc dans le cas d’une source a` courte dure´e de vie
qui e´met alors que l’orientation de LISA est de´favorable pour la position de cette source, il
n’y a pas de de´tection. C’est par exemple le cas si la direction de la source se situe dans le
plan de LISA. D’autre part, il est possible de former de nombreux flux de donne´es TDI a`
partir des signaux de mesures et plusieurs de ces flux peuvent eˆtre utilise´s dans l’analyse.
La courbe de sensibilite´, qui n’est donne´e que pour un ge´ne´rateur a` la fois, n’inclut alors
pas toute la complexite´ d’utilisation de TDI dans l’analyse.
Enfin les courbes de sensibilite´ de LISA pre´sente´es ici, qui sont couramment utilise´es
dans la communaute´ LISA, sont issues d’un mode`le analytique qui n’inclut pas toute la
complexite´ de LISA. Dans ce mode`le, l’annulation du bruit laser est suppose´e parfaite
car les longueurs de bras sont fixes, inde´pendantes du sens de propagation du faisceau
et exactement connues dans l’application de TDI. De plus la re´ponse du phaseme`tre est
suppose´e parfaite de meˆme que les USO. Tous ces phe´nome`nes vont de´grader l’annulation
du bruit laser par TDI et modifier la courbe de sensibilite´. Ces modifications ne peuvent
eˆtre formules analytiquement et il est alors ne´cessaire de mode´liser le syste`me, ce qui est
fait par un simulateur tel que LISACode, dont il sera question au prochain chapitre (cf.
chapitre 3).
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2.5.9 TDI ge´ne´ration 1.5 : conside´ration de l’effet Sagnac
Les ge´ne´rateurs TDI e´tudie´s pre´ce´demment ont e´te´ de´veloppe´s en conside´rant l’ap-
proximation 2.5.5 qui ne´glige l’effet Sagnac. On va voir dans cette partie qu’en conside´rant
cet effet, on peut de´velopper des ge´ne´rateurs TDI, dit de ge´ne´ration 1.5, qui prennent
mieux en compte la re´alite´ du de´tecteur.
L’effet Sagnac, 2.2.2, diffe´rencie les temps de parcours sur un meˆme bras selon le
sens de propagation du faisceau. En conse´quence, il y a deux ope´rateurs de retard par
bras qui sont Di et D
′
i avec Di 6= D′i. Ces retards apparaissent dans les formulations
re´alistes 2.40 et 2.42 des signaux de mesures externe-interne si et s
′
i, qui s’e´crivent de la
manie`re suivante si l’on ne tient compte que du bruit laser :
sapprox.1236i = Di+2 p
′ laser
i+1 − p laseri (2.110)
s′approx.1236i = D
′
i+1 p
laser
i+2 − p′ laseri (2.111)
La prise en compte de cet effet n’entraˆıne aucun changement dans les de´finitions (2.76)
et (2.77) des flux TDI interme´diaires ηi et η
′
i puisque l’ope´rateur de retard intervient
uniquement dans ηi pour l’e´limination du terme en Di+2p
laser
i+1 . Ainsi le bruit laser apparaˆıt
comme :
ηapprox.1236i = Di+2 p
laser
i+1 − p laseri (2.112)
η′approx.1236i = D
′
i+1 p
laser
i+2 − p laseri (2.113)
Les ge´ne´rateurs TDI, de´finis dans la partie 2.5.2 par les e´quations (2.54) a` (2.67), applique´s
sur ces flux interme´diaires TDI, n’e´liminent plus comple`tement le bruit laser. Par exemple
l’application de X1st donne pour le bruit p3 :(
D2 −D2D23
)
s3 +
(
1−D23
)
s′1 = −
(
D2 −D2D23
)
p3 +
(
1−D23
)
D′2p3 6= 0 (2.114)
Ce bruit laser, ainsi que les autres, n’est donc pas e´limine´, du fait de l’effet Sagnac.
Des de´veloppements TDI supple´mentaires ont e´te´ faits, notamment dans les articles [59]
(Sagnac, Sagnac syme´trique et Michelson) et [76] (Michelson, Beacon, Relay, Monitor
et Sagnac syme´trique), pour formuler des ge´ne´rateurs prenant en compte cet effet. Les
qi et q
′
i de ces ge´ne´rateurs sont des fonctions de D1, D2, D3, D
′
1, D
′
2 et D
′
3. Cette
nouvelle ge´ne´ration de ge´ne´rateurs TDI qui prennent en compte l’effet Sagnac est appele´s
ge´ne´ration 1.5 et sont de´finis par les 6-uples suivants :
α1.5th = (−1 +D′3D′2D′1, −D3(1−D′3D′2D′1), −D3D1(1−D′3D′2D′1),
1−D3D2D1, D′2D′1(1−D3D2D1), D′2(1−D3D2D1)) (2.115)
β1.5th = (−D2D1(1−D′3D′2D′1), −1 +D′3D′2D′1, −D1(1−D′3D′2D′1),
D′3(1−D3D2D1), 1−D3D2D1, D′3D′2(1−D3D2D1)) (2.116)
γ1.5th = (−D2(1−D′3D′2D′1), −D3D2(1−D′3D′2D′1), −1 +D′3D′2D′1,
D′3D
′
1(1−D3D2D1), D′1(1−D3D2D1), 1−D3D2D1) (2.117)
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ζ1, 1.5th = (−D′1(D′3D′2 −D1), −D′2(D3D2 −D′1), −D3(D′3D′2 −D1),
D1(D3D2 −D′1), D′2(D′3D′2 −D1), D3(D3D2 −D′1)) (2.118)
ζ2, 1.5th = (−D1(D′3D′1 −D2), −D′2(D′3D′1 −D2), −D′3(D3D1 −D′2),
D1(D
′
3D
′
1 −D2), D2(D3D1 −D′2), D′3(D3D1 −D′2)) (2.119)
ζ3, 1.5th = (−D′1(D2D1 −D′3), −D2(D′2D′1 −D3), −D′3(D′2D′1 −D3),
D′1(D2D1 −D′3), D2(D′2D′1 −D3), D3(D2D1 −D′3)) (2.120)
X1.5th = (1−D2D′2, 0,−D′2 +D′2D′3D3,−1 +D′3D3, D3 −D2D′2 D3, 0) (2.121)
P1.5th = (0,−D2 +D′1D′3,−D′3 +D1D′1D′3, 0, D2 −D1D′1D2,−D2D1 +D′3)
(2.122)
E1.5th = (−1 +D1D′1, D′2D′1 −D3, 0, 1−D1D′1, 0, D′2 −D3D1) (2.123)
U1.5th = (0, 1−D′3D′2D′3, 0,−D′3 +D1D′1D′3,−1 +D1D′1, D1 −D′2D′3) (2.124)
On remarque qu’il existe trois versions du ge´ne´rateur Sagnac syme´trique qui sont (ζ1, 1.5th,
ζ1, 1.5th, ζ1, 1.5th ). Cette fois, en appliquant le ge´ne´rateur TDI Michelson X1.5th, on e´limine
bien les bruits laser, comme par exemple p3 :
(D′2 −D′2D′3D3) s3+(1−D′3D3) s′1 = − (D′2 −D′2D′3D3) p3+(1−D′3D3) D′2p3 = 0
(2.125)
Les re´ponses de ces ge´ne´rateurs aux bruits, si on fait l’approximation que les longueurs
de bras sont identiques, sont similaires a` celles des ge´ne´rateurs de premie`re ge´ne´ration
e´quivalents. Mais pour une configuration plus re´aliste qui tient compte de l’effet Sagnac,
les courbes de sensibilite´ exactes de ces ge´ne´rateurs ne peuvent pas eˆtre obtenues par
un calcul semi-analytique simple. Elles requie`rent l’utilisation d’un simulateur et seront
pre´sente´es dans la partie 3.4.3 du chapitre suivant.
2.5.10 TDI deuxie`me ge´ne´ration : conside´ration du flexing
Le dernier effet qui n’a pas e´te´ pris en compte dans les de´veloppements TDI effectue´s
pre´ce´demment est le flexing, ne´glige´ par l’approximation bras fixes 2.5.6. Pour prendre
en conside´ration cet effet d’e´volution des longueurs de bras, une nouvelle version de ge´-
ne´rateurs TDI a duˆ eˆtre de´veloppe´e. Ce sont les ge´ne´rateurs de ge´ne´ration 2, dont il est
question dans cette partie.
La variation des longueurs de bras au cours du temps a pour conse´quence la non-
commutation des ope´rateurs de retard. En effet,Di(t)Dj(t)x(t) est diffe´rent deDj(t)Di(t)x(t)
car le deuxie`me ope´rateur de retard s’applique non seulement sur le signal mais aussi sur
le premier ope´rateur de retard :
Di(t)Dj(t)x(t) = x;ij 6= Dj(t)Di(t)x(t) = x;ji (2.126)
= Di(t)x
(
t− Lj(t)
c
)
= x
t− Lj
(
t− Li(t)
c
)
c
− Li(t)
c
 (2.127)
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La notation point-virgule indique que l’on applique des retards qui varient dans le temps
du fait du flexing. L’ordre des indices est donc important. Il existe e´galement une notation
avec une virgule qui indique qu’on ne´glige le flexing et ainsi que les retards implique´s
commutent.
L’e´cart entre le cas avec flexing et celui sans flexing correspond a` (Li/c)(L˙j/c)x˙,ij. Il
s’obtient par le de´veloppement limite´ suivant :
Di(t)Dj(t)x(t) = x;ij ≈ x
(
t− Lj(t)
c
+
Li(t)
c
L˙j(t)
c
− Li(t)
c
)
≈ x
(
t− Li(t)
c
− Lj(t)
c
)
+
Li(t)
c
L˙j(t)
c
x˙
(
t− Li(t)
c
− Lj(t)
c
)
≈ x,ij + Li(t)
c
L˙j(t)
c
x˙,ij (2.128)
Les combinaisons TDI pre´ce´demment expose´es ne prennent pas en compte cet effet.
Lors de l’application de ces ge´ne´rateurs sur des signaux re´alistes, c’est-a`-dire avec flexing,
il reste des termes du types (Li/c)(L˙j/c)P˙k ,ij. Pour tenter de minimiser ces termes, une
nouvelle ge´ne´ration de ge´ne´rateurs TDI a e´te´ de´veloppe´e : ce sont les ge´ne´rateurs TDI de
deuxie`me ge´ne´ration. Ils sont de´taille´s dans l’article [76] et sont beaucoup plus complexes
que ceux des ge´ne´rations pre´ce´dentes. Voici par exemple les formulations des 6-uples des
ge´ne´rateurs Michelson X2nd, Beacon P2nd, Monitor E2nd et Relay U2nd :
X2nd = (1 +D3D
′
3D
′
2D2D
′
2D2 −D′2D2 −D′2D2D3D′3,
0,
D3D
′
3D
′
2 +D3D
′
3D
′
2D2D
′
2 −D′2 −D′2D2D3D′3D3D′3D′2,
D3D
′
3 +D3D
′
3D
′
2D2 − 1−D′2D2D3D′3D3D′3,
D3 +D3D
′
3D
′
2D2D
′
2D2D3 −D′2D2D3 −D′2D2D3D′3D3,
0) (2.129)
P2nd = (0,
D2D1D
′
1D
′
3D
′
3D
′
1 −D2D′3D′3D′1 −D′3D′1D1D2D2 +D′3D2D2,
D2D1D
′
1D
′
3D
′
3D
′
1D1 −D2D1D′1D′3D′3 −D2D′3D′3D′1D1 +D2D′3D′3,
0,
−D′3D′1D1D2D2D1D′1 +D′3D′1D1D2D2 +D′3D2D2D1D′1 −D′3D2D2,
D2D1D
′
1D
′
3D
′
3 −D2D′3D′3 −D′3D′1D1D2D2D1 +D′3D2D2D1) (2.130)
E2nd = (D
′
1D1 − 1−D1D′1D′1D1 −D1D′1,
−D3 +D−13 D′1D1D3D3 +D′2D′1 −D′−12 D1D′1D′2D′2D′1,
0,
1−D1D′1 −D′1D1 +D′1D1D1D′1,
0,
−D3D1 +D−13 D′1D1D3D3D1 +D′2 −D−12 D1D′1D′2D′2
)
(2.131)
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U2nd = (0,
D1D
′
1D
′
3D
′
2D
′
3D
′
2D
′
1 −D1D′1D′3D′2 −D1D′3D′2D′1 +D1 +D1D1D′1,
0,
D1D
′
1D
′
3D
′
2D
′
3 −D1D′3 −D′3D′2D′1D1D1D′1D′3 +D1D1D′1D′3,
D1D
′
1D
′
3D
′
2 −D1 −D′3D′2D′1D1D1D′1,
D1D
′
1D
′
3D
′
2D
′
3D
′
2 −D1D′3D′2 −D′3D′2D′1D1D1 +D1D1) (2.132)
Reste a` e´crire les ge´ne´rateurs P2nd et E2nd. L’interpre´tation physique (ou ge´ome´trique) de
ces ge´ne´rateurs est une redondance des boucles pour minimiser les effets de variation de
longueur. Par exemple le ge´ne´rateurMichelson deuxie`me ge´ne´ration ajoute un aller-retour
sur chaque bras pour chaque boucle par rapport a` la ge´ne´ration de la figure 2.11. Le bruit
est inte´gre´ sur un trajet plus long, ce qui re´duit l’impact de sa de´rive´e p˙i.
Contrairement aux ge´ne´rateurs de ge´ne´ration 1.5, les re´ponses de ces ge´ne´rateurs aux
bruits, si on fait l’approximation que les longueurs de bras sont identiques, sont diffe´rentes
de celles des ge´ne´rateurs de premie`re ge´ne´ration e´quivalents. Par exemple, la DSP de la
re´ponse du ge´ne´rateur X2nd est :
SMI+SN+ABCOX2nd = 256 SOP cos
2 φL sin
4 φL + 256 SMI cos
2 φL (cos (2φL) + 3) sin
4 φL
(2.133)
A basse fre´quence, cette re´ponse donne une asymptote due au bruit des masses inertielles
proportionnelle a` 1/f2 et a` haute fre´quence, elle donne deux fois plus de minima que la
re´ponse de la ge´ne´ration 1.5, c’est-a`-dire des minima aux fre´quences nfL/4. Mais, comme
pour les ge´ne´rateurs de ge´ne´ration 1.5, pour une configuration re´aliste les courbes de
sensibilite´ exactes s’obtiennent graˆce a` un simulateur tel que LISACode. Elles seront
pre´sente´es dans la partie 3.4.3 du chapitre suivant.
2.5.11 Efficacite´ de TDI et conditions d’application
Une grande partie des de´veloppements analytiques de TDI ont e´te´ pre´sente´s. Mais il
ne faut pas perdre de vue que la me´thode TDI est avant tout un traitement nume´rique,
qui s’applique sur des signaux de mesure e´chantillonne´s. Un bon nombre de proble`mes
nume´riques vont donc apparaˆıtre lors de l’application de cette me´thode et l’e´limination
des bruits lasers n’est pas parfaite. Il est d’ailleurs pre´fe´rable de parler de re´duction des
bruits lasers.
Les signaux de mesure rec¸us sur Terre sont e´chantillonne´s avec une fre´quence fe de
quelques hertz. Dans l’application de TDI, ces signaux sont retarde´s. Or les temps de
propagation ne sont pas des multiples entiers du pas de temps d’e´chantillonnage Te = 1/fe,
donc les valeurs retarde´es ne correspondent pas a` des mesures re´alise´es. Il est ne´cessaire
d’interpoler les signaux de mesure pour obtenir les valeurs retarde´es. Par exemple, si
les signaux sont e´chantillonne´s avec un pas de temps Te = 1 s et que l’on applique
le ge´ne´rateur Michelson X1.5st, on doit calculer, entre autres, le terme D
′
2 s3 a` chaque
pas de temps ti, c’est-a`-dire s3 (ti − L3/c) soit s3 (ti − 16.67 s). Dans les donne´es, il existe
seulement s3 (ti − 16 s) et s3 (ti − 17 s) donc il faut interpoler les donne´es pour extrapoler
la valeur s3 (ti − 16.67 s). L’efficacite´ de la re´duction du bruit laser de´pend alors fortement
de la qualite´ de l’interpolation. Le type d’interpolation de´pend du type de bruit laser car
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elle doit reproduire les donne´es manquantes avec le maximum de pre´cision. Ce sujet est
traite´ dans l’article de Shaddock, Ware, Spero et Vallisneri [67].
L’interpolation des signaux de mesure est ne´cessaire dans une mode´lisation re´aliste
des donne´es TDI. Elle est donc effectue´e par le simulateur LISACode et sera traite´e dans
la partie 3.4.1 du chapitre suivant.
L’autre point qu’il est important de souligner dans TDI est l’utilisation des temps de
parcours. Dans les de´veloppements pre´ce´dents, un retard dans TDI est de la meˆme nature
que les retards implique´s dans la mode´lisation du signal. Mais dans la re´alite´, les temps
de parcours utilise´s dans TDI sont issus de mesures et/ou d’estimations. Il existe donc
une possible diffe´rence entre ces retards et les retards re´els, d’ou` l’incertitude suivante sur
les retards TDI :
DTDI = Dre´el +∆Derreur (2.134)
Cet effet de´grade lui aussi la qualite´ de la re´duction du bruit laser. Il doit donc eˆtre pris
en compte dans une mode´lisation des signaux TDI. Ces simulations peuvent, par exemple,
fournir une estimation de la pre´cision ne´cessaire dans la mesure des temps de parcours (cf.
sous-section 3.4.5 du chapitre suivant). Pour tenter de solutionner ce proble`me, une me´-
thode appele´e TDIRanging a e´te´ propose´e par M. Tinto, M. Vallisneri et J. W. Armstrong
dans l’article [78]. Cette me´thode consiste a` retrouver les valeurs des temps de parcours
par une minimisation des bruits. Cette technique n’a pas encore e´te´ mise a` l’e´preuve de
la re´alite´ expe´rimentale.
Nous venons de voir qu’il existe des difficulte´s intrinse`ques a` la me´thode de mesures,
en particulier dans l’application re´aliste de la me´thode TDI. C’est la raison pour laquelle
une simulation prenant en compte les diffe´rents phe´nome`nes est indispensable, c’est le
sujet du prochain chapitre.[63][80]
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Chapitre 3
Simulation de LISA : LISACode
LISACode est un simulateur scientifique de la mission LISA. Il a entie`rement e´te´
de´veloppe´ durant ma the`se et repre´sente une partie non ne´gligeable de mon travail. Ce
simulateur couvre l’ensemble de la de´tection des ondes gravitationnelles par LISA : de la
mode´lisation des ondes a` l’application de la me´thode TDI (cf. section 2.5) sur les signaux
de mesures simule´s de manie`re re´aliste. Il est base´ sur la description de LISA faite dans
le chapitre 2. Son atout principal e´tant d’eˆtre aussi proche que possible de la re´alite´ du
de´tecteur, il est utile aussi bien pour l’analyse de donne´es que pour la de´finition de la
mission LISA. LISACode a e´te´ pre´sente´ dans l’article Petiteau et al. [63] paru en Janvier
2008 dans Physical Review D1.
Dans ce chapitre, une premie`re partie exposera le contexte et les raisons qui m’ont
amene´ a` cre´er LISACode. Puis la deuxie`me partie pre´sentera de manie`re ge´ne´rale LISA-
Code avant de de´tailler le fonctionnement de ce simulateur dans une troisie`me partie. Enfin
la quatrie`me partie exposera les re´sultats obtenus avec LISACode ainsi que les apports de
ce logiciel dans la de´finition de la mission LISA et son utilisation pour la pre´paration de
l’analyse de donne´es par l’e´tude des signaux re´sultant de diffe´rentes sources.
3.1 Contexte et gene`se
Diffe´rentes formulations analytiques des ondes gravitationnelles et de la chaˆıne de de´-
tection de l’instrument ont e´te´ e´tablies comme on a pu le voir dans les chapitres pre´ce´dents.
Mais ces de´veloppements analytiques pre´sentent des limites que seules des simulations nu-
me´riques peuvent de´passer. Ce besoin de simulation se fait sentir a` diffe´rents niveaux qui
sont :
– la mode´lisation de certains types d’ondes gravitationnelles ainsi que les fonds d’ondes
gravitationnelles,
– la ge´ne´ration des bruits a` partir d’un tirage ale´atoire,
– la mode´lisation du fonctionnement des phaseme`tres,
– etc. ...
Outre ces besoins particuliers, la simulation est ne´cessaire pour ge´rer simultane´ment l’en-
semble de la chaˆıne de de´tection avec tous les e´le´ments qui y participent tels que les ondes
1La premie`re publication sur LISACode est dans les proceedings du sixie`me LISASymposium [62].
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gravitationnelles, les bruits, les phaseme`tres, les USOs, etc ... et obtenir ainsi des signaux
de mesures re´alistes.
D’autre part, si la me´thode TDI est analytiquement de´montre´e (cf. section 2.5), il
reste a` la mettre a` l’e´preuve d’une simulation nume´rique la plus re´aliste possible et ve´rifier
ainsi que la re´duction du bruit laser est suffisante pour garantir la de´tection des signaux
gravitationnels. Ces e´tudes ne´cessitent des donne´es re´alistes qui ne peuvent eˆtre ge´ne´re´es
efficacement que par un simulateur.
De plus, la finalisation de la de´finition technologique de la mission LISA est guide´e
par des simulateurs aussi bien technologique (Recherche & De´veloppement) que purement
nume´rique. D’une simulation a` l’autre, les parame`tres de l’instrument comme par exemple
les bruits, la longueur des bras, la puissance des lasers, etc., sont modifiables. Il est ainsi
possible d’e´valuer l’influence de chacun de ces parame`tres sur la qualite´ des signaux de
mesures. Ces simulations peuvent re´ve´ler d’e´ventuels proble`mes lie´s a` des choix techno-
logiques. Les interactions entre simulateur et de´veloppements expe´rimentaux sont donc
importants.
Enfin, un simulateur est un outil essentiel pour la pre´paration de l’analyse des donne´es.
Il permet de produire rapidement les signaux correspondants a` diffe´rents jeux de sources
d’ondes gravitationnelles. Ainsi, il est possible de mettre en place des me´thodes d’analyse
en les testant d’abord sur des cas particuliers puis sur des cas de plus en plus re´alistes.
Finalement, l’efficacite´ de ces me´thodes peut eˆtre e´value´es toujours en utilisant les donne´es
fournies par le simulateur.
LISACode a e´te´ de´veloppe´ pour traiter tous les points mentionne´s ci-dessus. C’est
donc un simulateur scientifique dont l’objectif est de reproduire au mieux la re´alite´ du
de´tecteur LISA et des ondes gravitationnelles. Ce n’est pas un simulateur technologique
dans le sens ou` les diffe´rents e´le´ments composant le de´tecteur ne sont pas simule´s dans le
de´tail mais seulement mode´lise´s par des fonctions de transfert.
Il faut savoir que LISACode n’est pas le seul simulateur de LISA. Il en existe deux
autres de´veloppe´s aux Etats-Unis qui sont SyntheticLISA et LISASimulator.
SyntheticLISA [83] est de´veloppe´ par Michele Vallisneri au laboratoire JPL-Caltech.
Son objectif principal est de tester l’application de la me´thode TDI en l’appliquant inde´-
pendamment sur les bruits et les ondes gravitationnelles.
LISASimulator [32] est de´veloppe´ par Neil Cornish a` l’Universite´ du Montana. Son
objectif est de mode´liser rapidement les donne´es de LISA. Il travaille directement dans le
domaine fre´quentiel2 en utilisant un mode`le simplifie´ de LISA base´ sur des fonctions de
transfert .
LISACode est a priori le simulateur le plus proche de la re´alite´ de LISA, comme
on l’expliquera par la suite. Il est conc¸u a` la fois pour la simulation rapide de donne´es
re´alistes et e´galement pour tester les ensembles technologiques utilise´s dans LISA. Il par-
ticipe a` la ge´ne´ration de donne´es pour le Mock LISA Data Challenge [4] [5] [56] qui
coordonne les efforts de l’ensemble de la communaute´ LISA sur l’analyse de donne´es (cf.
sous-section 4.1.1.2).
2Contrairement a` LISACode et SyntheticLISA, il ne suit donc pas d’e´volution temporelle.
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3.2 Ge´ne´ralite´s
Le concept principal qui a guide´ le de´veloppement de LISACode est un subtil compro-
mis entre la mode´lisation re´aliste de LISA et l’efficacite´ de la ge´ne´ration de signaux aux
plus proches des phe´nome`nes physiques pour l’analyse de donne´es.
3.2.1 Principe de base
3.2.1.1 Un simulateur re´aliste du de´tecteur LISA
Ce simulateur doit eˆtre suffisamment proche de l’instrument pour prendre en compte
le maximum d’effets intervenants dans les signaux de mesures. Mais LISACode n’est pas
un simulateur technologique car il ne simule pas chaque instrument du de´tecteur dans
le de´tail. Chaque sous ensemble est mode´lise´ par les fonctions de re´ponse des principaux
composants. D’autre part, la de´finition de la mission n’est pas finalise´e et le design techno-
logique du de´tecteur est en constante e´volution. La mode´lisation utilise´e dans LISACode
est donc base´e sur la description de LISA expose´e au chapitre 2 car elle inte`gre tous les
principes de base de l’instrument. L’imple´mentation de cette mode´lisation est faite de telle
sorte qu’il est facile de la modifier pour permettre au simulateur d’e´voluer conforme´ment
aux e´volutions technologiques de la mission.
LISACode simule LISA en suivant une e´volution temporelle discre`te, c’est-a`-dire que
le temps est e´chantillonne´ selon un pas de temps fixe ∆t et les valeurs associe´es a` chaque
processus sont calcule´es pour un temps ti puis pour un temps ti+i = ti +∆t.
Dans la re´alite´, l’ensemble des informations (ondes gravitationnelles, bruit laser, bruit
de masse inertielle, bruit de chemin optique et shot noise) se pre´sentent de manie`re conti-
nue dans le temps. La prise de donne´es proprement dite est actuellement cense´e eˆtre
effectue´e avec un pas en temps de l’ordre de la seconde3. Pour effectuer des simulations
plus re´alistes, il y a alors deux pas de temps dans LISACode : un pas de temps physique
∆tphysique qui permet de mode´liser au mieux les processus continus et un pas de temps de
mesure ∆tmesure pour les prises de donne´es. Dans LISACode, le fonctionnement est simi-
laire a` celui de LISA : pour chaque pas de temps de mesure, les signaux du phaseme`tre
sont calcule´s a` partir d’une mode´lisation des processus physiques re´alise´e au pas de temps
physique qui est ne´cessairement infe´rieur ou e´gal au pas de temps de mesure. Ainsi la me´-
thode TDI peut s’appliquer de la meˆme manie`re sur les futurs signaux des phaseme`tres de
LISA et sur ceux de LISACode. Le pas de temps principal qui re´git l’e´volution temporelle
dans LISACode est donc le pas de temps de mesure ∆tmesure. Pour qu’une simulation soit
re´aliste et mode´lise finement l’instrument, le pas de temps physique doit eˆtre tre`s petit,
mais plus ce pas de temps est petit, plus le temps de calcul ne´cessaire a` la simulation est
important. La solution de ce proble`me re´side en partie dans le compromis a` faire sur le
choix des pas de temps.
L’ensemble photodiode-phaseme`tre est l’e´le´ment central de LISACode. En effet, la
photodiode re´alise une mesure en continue de l’interfe´rence entre les faisceaux laser que le
phaseme`tre analyse pour fournir un signal de mesure e´chantillonne´. Cet ensemble cle´ dans
3Ce pas de temps de´pend de la bande passante de l’e´change d’informations entre LISA et la Terre
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LISA est donc l’e´le´ment central de LISACode. Il constitue, avec la distinction des pas de
temps et l’utilisation d’un pas de temps physique, les bases d’une simulation re´aliste.
3.2.1.2 Un simulateur efficace dans la ge´ne´ration de donne´es graˆce a` sa flexi-
bilte´
Inde´pendamment de la qualite´ de la simulation proprement dite, il est ne´cessaire
d’avoir un outil flexible et rapidement e´volutif pour re´pondre du cas le plus complexe
de la simulation de LISA, a` celui plus e´le´mentaire, mais souvent riche d’enseignement, ne
concernant qu’une sous partie du de´tecteur.
C’est pourquoi LISACode est base´ sur une structure modulaire qui s’adapte au type
de simulation que l’utilisateur souhaite faire, en effectuant un certain nombre d’approxi-
mations et en ne construisant que les e´le´ments ne´cessaires a` la simulation. Pour une
simulation pre´cise et re´aliste, dont l’objectif serait, par exemple, l’e´tude de l’e´limination
du bruit laser par TDI et l’impact de cette me´thode sur les bruits et les ondes gravita-
tionnelles, l’ensemble des e´le´ments de LISACode est cre´e´ et le pas de temps est petit. A
l’oppose´, pour une simulation rapide des re´ponses TDI a` quelques ondes gravitationnelles,
seuls les e´le´ments ne´cessaires aux calculs des ondes et a` l’application de TDI sont utilise´s.
Cette flexibilite´ permet de re´aliser des simulations tre`s varie´es, avec un re´alisme adapte´ au
besoin de l’e´tude a` mener, en des temps de calculs tout a` fait raisonnables, c’est-a`-dire de
l’ordre de quelques minutes pour une simulation simplifie´e4 sur un an a` quelques heures
pour une simulation re´aliste sur un an (avec un ordinateur PowerPC G5 2 × 2,7 GHz,
4 Go de me´moire, Mac OS 10.4).
3.2.2 Structure
La structure de LISACode pre´sente´e sur la figure 3.1, est organise´e en modules de
diffe´rents types : les modules principaux (blocs en trait plein rouge) et les modules d’in-
terface (blocs en tirets verts). Ces modules interagissent entre eux, pour cre´er, en sortie du
simulateur, des se´quences temporelles qui correspondent aux flux de donne´es que fournira
LISA, c’est-a`-dire les signaux de mesure des phaseme`tres et les signaux obtenus apre`s un
pre´-traitement par la me´thode TDI.
Les 7 modules principaux qui mode´lisent les diffe´rents types de phe´nome`nes partici-
pants aux signaux de mesures, sont :
– GW : Mode´lisation des ondes gravitationnelles,
– Background : Mode´lisation des fonds d’ondes gravitationnelles,
– TrFctGW : Fonction de re´ponse des bras aux ondes gravitationnelles,
– Geometry : Mode´lisation des orbites des satellites et des temps de parcours,
– Noise : Mode´lisation des bruits,
– USOClock : Mode´lisation des horloges ultra-stables (USO),
– PhoDetPhaMet : Gestion des me´moires pour les sorties de chaque satellite,
– TDI : Application des ge´ne´rateurs TDI.
Ces modules principaux sont ge´re´s par 2 modules d’interface qui sont :
4Simulation sans bruits avec des pas de temps de l’ordre de la dizaine de secondes.
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Fig. 3.1: Structure du simulateur LISACode. Les boites en trait plein rouge repre´sentent les
modules principaux et les boites en tirets verts les modules d’interface. Le nom ge´ne´rique des
modules sont e´crits en bleu italique .
– LISA : organisation des e´le´ments composant le de´tecteur que sont les bruits, les
orbites, le calcul des fonctions de re´ponse des bras, les USO et les phaseme`tres,
– Memory : gestion des signaux de mesures en sortie des phaseme`tres pour les enre-
gistrer dans des fichiers et les me´moriser afin de permettre l’application de TDI.
Le module LISA ge`re les modules principaux qui mode´lisent le de´tecteur LISA et plus
particulie`rement le module phaseme`tre (PhoDetPhaMet), qui est l’e´le´ment central de l’or-
ganisation de LISACode comme on le constate sur la figure 3.1. Ce module utilise les
autres modules de LISA, Noise, Geometry, TrFctGW et USOClock, pour calculer son si-
gnal de mesure. Le module Noise ne de´crit pas des bruits en particulier, comme un bruit
laser ou un bruit de masse inertielle, mais il de´crit un type de bruit comme par exemple
un bruit blanc, un bruit filtre´ passe-bas, un bruit obtenu a` partir d’un filtre polynomial,
un bruit lu dans un fichier, etc. C’est le module phaseme`tre (PhoDetPhaMet) qui utilise
le module bruit (Noise) pour ge´ne´rer les bruits intervenant dans la mesure.
Il y a trois modules principaux en-dehors des modules du de´tecteur LISA : le module
onde gravitationnelle (GW ), le module fond gravitationnel Background et le module TDI.
Le module onde gravitationnelle (GW ) est utilise´ par le module de LISA TrFctGW pour
calculer le signal sur un bras induit par les ondes gravitationnelles. Ce module fonctionne
de la meˆme manie`re que le module bruit (Noise). Il ne contient pas la description d’une
onde gravitationnelle associe´e a` une source en particulier mais la description de diffe´rents
types d’ondes telles qu’une onde monochromatique, une onde e´mise par un syste`me bi-
naire calcule´e dans l’approximation Post-Newtonienne, etc. LISACode utilise ce module
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pour cre´er les ondes gravitationnelles utilise´es dans la simulation. Le deuxie`me module
est le module fond gravitationnel Background qui est utilise´ pour mode´liser un fond gra-
vitationnel diffus dans certaine situation. Le troisie`me module principal, externe a` LISA,
est le module TDI qui applique la me´thode TDI sur les signaux de mesures me´morise´s
dans le module me´moire Memory. Comme pour les autres modules, il n’applique pas un
ge´ne´rateur TDI en particulier mais est un support ge´ne´ral a` cette application. Il est utilise´
par LISACode pour appliquer les ge´ne´rateurs requis par l’utilisateur.
LISACode utilise donc une structure posse´dant toutes les bases ne´cessaires a` la si-
mulation pour construire un mode`le de LISA, des ondes gravitationnelles ainsi que les
ge´ne´rateurs TDI correspondants aux exigences de l’utilisateur.
3.2.3 Imple´mentation
Afin de mode´liser LISA au plus pre`s de la re´alite´, j’ai eu soin d’utiliser un langage de
programmation qui permet de former des objets repre´sentant les diffe´rents e´le´ments de
LISACode en les organisant dans la structure modulaire de´crite pre´ce´demment. J’ai donc
choisi d’e´crire ce logiciel en C++. Cette partie de´taillera comment la modularite´ de la
programmation objet en C++ a permis de construire LISACode.
La programmation objet est base´e sur des classes a` partir desquelles sont cre´e´s des
objets. Une classe est une structure compose´e d’un ensemble de variables et de me´thodes.
Chaque objet construit a` partir d’une classe posse`de cet ensemble de variables et de
me´thodes qui lui sont propres. Ainsi, a` partir d’une seule classe, une multitude d’objets
peuvent eˆtre cre´e´s. Pour reprendre des notions de programmation classique telle que le
FORTRAN ou le C, la classe serait en quelque sorte un type ou une structure, l’objet
serait alors la variable cre´e´e a` partir de ce type ou de cette structure. Dans LISACode,
il y a au moins une classe par module. Par exemple le module onde gravitationnelle,
(GW ), (cf. sous-section pre´ce´dente 3.2.2 et figure 3.1) est de´crit par une classe contenant
trois variables, qui sont les deux angles de position et l’angle de polarisation, et deux
me´thodes, qui de´crivent les e´volutions temporelles des deux composantes de polarisation
h+(t) et h×(t). A partir de cette seule classe, il est possible de cre´er autant d’ondes
gravitationnelles que ne´cessaire.
L’autre notion importante du C++ qui est utilise´ dans LISACode est l’he´ritage. A
partir d’une classe que l’on appellera classe me`re, il est possible de de´river plusieurs autres
classes qui posse`dent obligatoirement les variables et les fonctions de la classe me`re, plus
d’autres variables et d’autres fonctions spe´cifiques a` la classe de´rive´e. Ainsi cette classe
de´rive´e, ou classe fille, peut eˆtre vue depuis l’exte´rieur comme e´tant de la meˆme nature
que la classe me`re puisqu’elle posse`dent les meˆmes attributs. Autrement dit, un pointeur
de type classe me`re peut e´galement pointer sur un objet construit a` partir de la classe
me`re ou de la classe fille. Dans l’exemple du module onde gravitationnelle, (GW ), la classe
me`re correspond a` la classe de´crite dans le paragraphe pre´ce´dent. Une classe fille de´crit
un type d’onde gravitationnelle plus spe´cifique, comme par exemple le type d’une onde
e´mise par une binaire en calcul post-newtonien (cf. sous-section 1.5.2). Cette classe fille
posse`de les 3 variables de la classe me`re, mais elle posse`de en plus les masses des corps
composant la source, le temps de coalescence, l’inclinaison et la distance. Elle posse`de
e´galement les deux fonctions qui de´crivent h+(t) et h×(t) et le calcul qu’elles effectuent
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correspondant au calcul post-newtonien. Il est possible de cre´er d’autres classes fille de la
meˆme manie`re comme une onde monochromatique, une binaire de fre´quence fixe, etc. Le
module de LISA qui calcule la re´ponse aux bras en fonction des ondes gravitationnelles,
(TrFctGW ), pointe5 sur le type onde gravitationnelle en ge´ne´rale c’est-a`-dire sur le type
de la classe me`re. Mais l’objet sur lequel il pointe peut tre`s bien eˆtre une des classes filles
puisque les seules choses dont ce module a besoin, ce sont les trois variables et les deux
fonctions que posse`dent aussi bien la classe me`re que la classe fille.
Chaque classe ou groupe de classes (classe me`re et classes filles de´rive´es) forme un
module. Ces modules sont regroupe´s dans une bibliothe`que et constituent alors des briques
e´le´mentaires qui peuvent eˆtre utilise´es par LISACode comme par d’autres programmes.
Au sein meˆme de LISACode, il existe d’ailleurs trois exe´cutables qui correspondent a` des
agencements diffe´rents des modules un exe´cutable principal LISACode et deux exe´cutables
annexes, DnonGW et TDIApply sur lesquelles on reviendra par la suite.
Il est important de voir que chaque classe, constituant les ondes gravitationnelles ou le
de´tecteur LISA, mode´lise un e´le´ment physique. C’est donc une re´flexion sur la physique
mise en jeu dans l’e´le´ment qui de´termine quelles sont ses variables et quelles sont ses
fonctions. Cet effort fait sur la compre´hension et la mode´lisation des processus physiques
et le roˆle de chaque e´le´ment assure a` LISACode un maximum de re´alisme.
En utilisant la programmation objet, il est donc possible de programmer la struc-
ture modulaire de LISACode de´crite dans la sous-section pre´ce´dente 3.2.2. L’organisation
des classes constituant LISACode est pre´sente´e sur la figure 3.2. Les modules pre´sente´s
reprennent ceux de la figure 3.1 a` quelques diffe´rences pre`s. Les modules pre´ce´dents, re´-
ponse d’un bras TrFctGW, phaseme`tre PhoDetPhaMet et LISA, correspondent chacun a`
une classe mais ces trois classes ont e´te´ regroupe´es dans un nouveau module appele´ Detec-
teur. Trois autres modules ont e´te´ ajoute´s : le module InputData pour la configuration du
simulateur, le module Generalites pour les constantes globales et le module Outils Maths
pour les diffe´rents outils mathe´matiques. Ce sche´ma pre´sente e´galement les connexions
entre classes me`res (fle`ches a` pointeur plein) qui ordonnent les e´changes de donne´es. On
distingue le pas de temps avec lequel ces e´changes s’effectuent par le style de fle`che. Ces
connexions forment la structure de base ou` les e´changes sont re´duits aux seules donne´es
physiques ne´cessaires. Les classes filles ne font qu’ajouter des de´tails supple´mentaires dans
la de´finition de certains modules. On constate que le phaseme`tre, mode´lise´ par la classe
PhoDetPhaMet, est toujours au centre de cette structure et se´pare les processus selon le
pas de temps utilise´, comme on l’a de´ja` vu.
Sans modifier les modules de LISACode, il est possible de former deux exe´cutables
autres que l’exe´cutable principal LISACode. Le premier exe´cutable,DnonGW, utilise le mo-
dule de´die´ aux ondes gravitationnelles GW et celui de´die´ a` la re´ponse d’un bras TrFctGW
pour calculer uniquement le signal gravitationnel induit sur chaque bras. Le deuxie`me
exe´cutable, TDIApply, utilise les modules de gestion de me´moire, Memoire, et d’applica-
tion de TDI, TDI, pour appliquer la me´thode TDI sur des fichiers contenant les signaux
de mesures.
LISACode est donc un logiciel e´crit en C++ qui utilise la modularite´ de la program-
mation objet pour cre´er une structure au plus proche de la re´alite´ du de´tecteur LISA,
5Il pointe, c’est-a`-dire qu’il sait quelles ondes gravitationnelles utiliser, qu’il connaˆıt l’adresse en ma-
chine des objets correspondant a` ces ondes
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Fig. 3.2: Organisation des classes constituant LISACode. Les classes me`res sont repre´sente´es
par les blocs en trait plein vert et les classes filles par des blocs en tirets bleus. Ces classes sont
regroupe´es par module (bloc rouge et nom en gras souligne´). Les trois exe´cutables correspondent
aux trois blocs en trait plein e´pais violet en bas du sche´ma. Les connexions entre classes ou entre
modules sont repre´sente´es par des fle`ches. Elles se traduisent par le fait que le bloc pointe´ par la
fle`che interroge des fonctions du bloc de de´part de la fle`che qui lui transmet ainsi des donne´es. On
distingue les e´changes qui se font au pas de temps physique par des fle`ches en trait plein, ceux qui
se font au pas de temps de mesure par des fle`ches en tirets et ceux qui permettent l’initialisation
par des fle`ches en pointille´s. Les modules Generalites et Outils Maths sont connecte´s a` tous les
autres blocs mais ces connexions n’ont pas e´te´ repre´sente´es, pour alle´ger la figure. Les blocs en
points-tirets orange correspondent a` des fichiers de constantes. Ce sche´ma correspond a` celui de
LISACode version 1.4 .
puisqu’elle est issue d’une re´flexion sur la physique et le roˆle de chaque e´le´ment. La flexi-
bilite´ de cette structure permet a` LISACode de s’adapter a` l’usage que l’on souhaite en
faire.
3.3 De´tails du fonctionnement
Dans la partie pre´ce´dente, les re´flexions sur les processus mis en jeu et le roˆle de chaque
e´le´ment, qui sont a` l’origine de cette structure, ont e´te´ expose´es. Dans cette partie, chaque
module sera de´crit et l’accent sera mis sur quelques points importants.
On de´crira d’abord le module mode´lisant les ondes gravitationnelles et celui mode´lisant
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les bruits. Puis on pre´sentera rapidement le module mode´lisant un fond gravitationnel,
le module mode´lisant les orbites et celui mode´lisant les horloges ultra-stable (USO). En-
suite on s’attardera sur le module central mode´lisant le de´tecteur et plus particulie`rement
le phaseme`tre. Enfin le module de gestion des me´moires et le module d’application de
TDI seront expose´s. On terminera par une pre´sentation des autres modules que sont les
constantes, les outils et les exe´cutables.
Les descriptions qui suivent concernent la version actuelle de LISACode, c’est-a`-dire
la version 1.4. Ce simulateur e´voluant constamment, certains de´tails auront peut-eˆtre
change´ dans les versions a` venir mais les grandes lignes seront inchange´es. Les changements
concernent ge´ne´ralement des ajouts de classes filles.
Dans la description suivante de LISACode, il n’est pas question de de´crire par le menu
les diffe´rentes fonctions de ce logiciel, mais de donner un aperc¸u de ses fonctionalite´s. On
trouvera d’ailleurs, sur les pages du site web de LISAFrance de´die´ a` LISACode [60], un
manuel d’utilisation du code [61] ainsi que des documents descriptifs a` l’usage des de´ve-
loppeurs. Chacun des sous-ensembles est de´crits dans les parties suivantes. Pour faciliter
la lecture, un sous titre permet de se re´fe´rer a` la figure 3.2.
3.3.1 Module ondes gravitationnelles (Ondes Gravit)
De nombreux phe´nome`nes physiques, comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, sont
sources d’ondes gravitationnelles. Il est clair que nous n’avons pas la pre´tention ici de
simuler tous les types d’ondes pouvant avoir lieu, mais uniquement quelques unes des
principale sources d’inte´reˆt pour LISA.
Chaque source est de´finie par des parame`tres intrinse`ques, qui ne de´pendent que du
phe´nome`ne mis en jeu et des parame`tres extrinse`ques (GW ) qui ne sont rien d’autres
que les deux angles e´cliptiques qui de´finissent la position de la source (la de´clinaison β
et la latitude λ), et l’angle de polarisation ψ. Pour chaque onde individuelle, on calcule
l’e´volution de h+(t) et h×(t) en fonction du temps.
Le cas le plus simple, est celui d’une onde monochromatique (GWMono) de´finie uni-
quement par la fre´quence f , l’amplitude des composantes h0+ et h0× et les phases initiales
φ0+ et φ0×. Les e´volutions temporelles des deux composantes de polarisation sont alors
de´crites6 par :
hS+(t) = h0+ sin (2πft+ φ0+) (3.1)
hS×(t) = h0× sin (2πft+ φ0×) (3.2)
Cette forme d’onde particulie`rement simple, permet de tester rapidement les fonctions de
re´ponses du de´tecteur.
Plus scientifiquement, une autre onde monochromatique mode´lise´e est celle issue d’une
source binaire (GWBinary) (cf. sous-section 1.5.1). La binaire e´volue si lentement que la
fre´quence de l’onde peut eˆtre conside´re´e comme fixe. Les e´volutions temporelles des deux
composantes de polarisation sont alors de´crites par les e´quations (1.80), (1.81) et (1.82)
qui de´pendent de la masse totale de la binaire mtot, de son rapport de masses ν, de son
6Cette formulation correspond a` la convention utilise´e dans LISACode. Il existe une autre convention
couramment utilise´e qui conside`re un cosinus et un sinus.
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inclinaison i, de sa fre´quence orbitale forb qui est la moitie´ de la fre´quence de l’onde fOG,
de sa phase initiale φ0 et de la distance r entre la source et le Soleil. Ce ”patron” de forme
d’ondes sera mis a` profit pour les binaires connues et comme nous le verrons par la suite
dans le cadre de l’estimation du fond galactique.
L’un des domaines de pre´dilection de LISA est e´videment la coalescence de trous
noirs. L’une des me´thodes consiste a` mode´liser une onde issue d’une binaire spiralante
de´crite par l’approximation post-newtonienne (GWNewton2) (cf. sous-section 1.5.2). Les
fonctions de´crivant les deux composantes de polarisation utilisent soit la formulation 1
PN (1.84) et (1.85) (cf.sous-section 1.5.2.1) soit la formulation (1.100) et (1.101) a` 2.5
PN (cf. sous-section 1.5.2.2). Ces formulations de´pendent du temps de coalescence tcoal,
de la masse totale de la binaire mtot, de son rapport de masse ν, de son inclinaison i, de
sa phase initiale φ0 et de la distance r entre la source et le Soleil. Quelques exemples de
cette forme d’onde et de la re´ponse de LISA sont donne´s a` la fin de ce chapitre.
Naturellement, il sera ne´cessaire d’inclure dans LISACode des mode`les de forme d’ondes
de plus en plus sophistique´s pour de´crire diffe´rents phe´nome`nes physiques. Il n’empeˆche
que de`s a` pre´sent, il existe la possibilite´ d’introduire par l’interme´diaire d’un fichier de
donne´es contenant uniquement les e´volutions temporelles des composantes de polarisation
(avec trois colonnes - le temps t, h+(t) et h×(t)) des formes ondes re´sultant de calcul fait
avec d’autres approximations (GWFile). Le pas de temps est peu contraignant car une in-
terpolation lagrangienne permet d’adapter ces donne´es au pas de temps de la simulation.
Cette potentialite´ a e´te´ mise a` profit pour la mode´lisation des EMRIs dans LISACode. En
effet, les ondes issues de ces sources sont calcule´es a` partir d’un programme qui re´alise l’in-
te´gration nume´rique des e´quations du mode`le de Barack et Cutler [11] . Ce programme du
nom de CodeEMRI, e´crit par Philippe GrandCle´ment (LUTH) puis adapte´ par Guillaume
Trap et moi-meˆme.
Un autre aspect des ondes gravitationnelles, sur lequel on reviendra dans la suite de
cette the`se, est la simulation d’ondes gravitationnelles a` partir uniquement d’une distribu-
tion spectrale (GWSto). L’onde est mode´lise´e en cre´ant deux objets de type bruit, un pour
chaque composante de polarisation. Ainsi, on utilise le module bruit dans le module onde
gravitationnelle, ce qui illustre bien la flexibilite´ de l’architecture de LISACode. Cette
potentialite´ est notamment utilise´e pour la ge´ne´ration du fond stochastique de´fini dans
les parties 1.4.4.2 et 1.4.4.3 et dont la simulation est expose´e dans la sous-section 3.5.2.
Plus de de´tails sur la fac¸on de ge´ne´rer ces bruits seront e´videmment fournis dans la partie
suivante qui concerne le module bruit.
3.3.2 Module bruit (Bruits)
Le but ici e´tant, non pas de de´crire explicitement chaque partie de l’instrument LISA,
mais de remplacer chaque bruit instrumental par sa fonction de re´ponse, la ge´ne´ration
des bruits est d’une grande importance. Le choix ici s’est porte´ sur la re´alisation d’un
module susceptible de ge´ne´rer diffe´rents types de bruits pouvant eˆtre utilise´s pour simuler
le fonctionnement d’une ou des parties du de´tecteur. Signalons, en outre, comme nous
venons de le voir, que certaines ondes gravitationnelles peuvent eˆtre uniquement de´crites
par leur Densite´ Spectrale de Puissance (DSP).
Dans cette partie, on de´taillera ce module bruit en s’inte´ressant plus particulie`rement
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aux particularite´s impose´es par LISA, puis en pre´sentant les me´thodes utilise´es pour
mode´liser les diffe´rents types de bruits.
3.3.2.1 Aspect ge´ne´ral d’un bruit dans LISA (Noise)
Vu les distances mises en jeu dans LISA, les meˆmes bruits interviennent a` des instants
tre`s diffe´rents. En effet, comme on l’a vu dans la sous-section 2.4.2 sur la formulation
des signaux, une partie d’un faisceau laser est de´tecte´e quasi instantane´ment par des
photodiodes du satellite contenant le laser et l’autre partie de ce meˆme faisceau est envoye´e
vers un autre satellite et est de´tecte´e par une photodiode de celui-ci, 16 a` 17 secondes
apre`s l’e´mission et la de´tection dans le satellite e´metteur. Les bruits transporte´s par ce
faisceau, et notamment le bruit laser, interviendront donc sur les signaux de mesures des
deux satellites a` deux instants de´cale´s du temps de parcours du faisceau le long du bras.
Une mode´lisation pre´cise et re´aliste de cet effet est ne´cessaire pour que la me´thode TDI
puisse re´duire le bruit laser dans des conditions aussi proches que possible de celles de
la future mission, pour que l’efficacite´ des diffe´rents ge´ne´rateurs TDI puisse eˆtre valide´e.
Cette mode´lisation est effectue´e au niveau de la construction des signaux par le phaseme`tre
et sera de´taille´e dans la sous-section 3.3.6. La conse´quence sur les bruits de cet effet de
non-instantane´ite´ est le fait qu’ils peuvent eˆtre interroge´s a` diffe´rents instants et non pas
uniquement au moment de leur ge´ne´ration. Pour re´pondre a` cette exigence, chaque bruit
est mis en me´moire sur une certaine pe´riode. L’utilisation de cette me´moire se de´compose
en deux fonctions qui sont d’une part la ge´ne´ration et le stockage du bruit et d’autre part
le renvoie de la valeur du bruit pour un temps compris entre t−L/c et t ou` t est le temps
courant et L/c la dure´e de propagation le long d’un bras.
Les dernie`res valeurs de bruit ge´ne´re´es sont stocke´es dans un tableau. Ce tableau de
taille fixe est glissant, c’est-a`-dire qu’a` chaque pas de temps physique, les valeurs sont
de´cale´es d’une case, la dernie`re valeur est e´limine´e et le bruit nouvellement ge´ne´re´ est
stocke´ comme premie`re valeur. Ainsi la premie`re valeur du tableau correspond toujours
au temps courant t et la dernie`re au temps t− TMem. Bruit ou` TMem. Bruit est la dure´e sur
laquelle le bruit est me´morise´.
En outre, il est ne´cessaire de connaˆıtre la valeur du bruit pour un temps compris entre
t− TMem. Bruit et t, ou plus exactement pour un retard par rapport au temps courant TL
compris entre 0 et TMem. Bruit. Le proble`me est que ce retard TL n’a aucune raison d’eˆtre
un multiple du pas de temps physique. La valeur de bruit est alors interpole´e a` partir
des valeurs me´morise´es au temps physique. Typiquement, l’interpolation utilise´e est une
interpolation de Lagrange d’ordre 7 et la dure´e de me´morisation TMem. Bruit est d’environ
20 secondes, ce qui permet d’interpoler pour des valeurs de retards entre 16 a` 17 secondes.
Cette interpolation est une limite au re´alisme de la simulation qui est impose´e par les
contraintes d’une mode´lisation nume´rique.
3.3.2.2 Diffe´rents types de bruit
Nous de´crirons ici, les diffe´rents types de bruits qui sont imple`mente´s. Le plus simple
est NoiseWhite, un bruit blanc de´fini par le niveau de la densite´ spectrale de puissance
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(DSP)7. Ce bruit blanc est cre´e´ par un tirage dans une fonction gaussienne dont l’e´cart-
type est :
σ =
√
PSD
2 ∆tphysique
(3.3)
Remarquons tout de suite que le bruit laser est actuellement conside´re´ comme un bruit
blanc.
Les autres bruits sont ge´ne´re´s a` partir d’une description plus ou moins e´labore´e de leur
DSP. Elles sont base´es sur le filtrage d’un bruit blanc et utilisent un ou plusieurs filtres
selon la DSP :
– NoiseFilter mode´lise un bruit directement de´fini par les coefficients du filtre. Il est
typiquement utilise´ pour de´crire des bruits dont la racine carre´e de la DSP est
proportionnelle a` une puissance entie`re de la fre´quence, comme par exemple les
bruits standards de masses inertielles (2.21) et de chemin optique (2.31) et (2.38).
√
DSP = A fα (3.4)
– NoiseTwoFilter mode´lise un bruit ge´ne´re´ avec deux bruits blancs qui sont ensuite
filtre´s par deux filtres avant sommation. Elle permet typiquement de de´crire des
bruits dont la racine carre´e de la DSP est une somme de deux puissances entie`res
de la fre´quence comme par exemple les bruits de masse inertielle raffine´s (2.23) et
(2.25) : √
DSP = A fα +B fβ (3.5)
– NoiseFShape mode´lise un bruit dont la racine carre´e de la DSP est une somme de
puissances entie`res de la fre´quence, soit :
√
DSP =
M∑
i=1
A−if
−i+
N∑
j=0
Ajf
j = A−Mf
−M+...+A−1f
−1+A0+A1f
1+...+A−Nf
−N
(3.6)
Ce bruit est ge´ne´re´ a` partir d’un bruit blanc qui est filtre´ simultane´ment par autant
de filtres qu’il y a de puissances de la fre´quence dans la DSP, puis les re´sultats de tous
ces filtrages sont somme´s. Il peut servir a` la mode´lisation de bruits du type (2.23)
et (2.25) ou meˆme de formulation de bruit encore plus complexes.
– NoiseOof mode´lise un bruit dont la racine carre´e de la DSP est une puissance non
entie`re de la fre´quence. Ce bruit est ge´ne´re´ a` partir d’un bruit blanc filtre´ par un
filtre dont les coefficients sont calcule´s en fonction de la valeur de la puissance de la
fre´quence. Cette technique de ge´ne´ration de bruit est pre´sente´e dans l’article de S.
Plaszczynski [64]. Il est particulie`rement adapte´ a` la simulation du fond stochastique.
Succinctement, dans la partie suivante, nous allons nous attacher a` de´crire la me´thode
ge´ne´rale d’obtention des filtres [13].
La me´thode consiste a` appliquer un filtre a` re´ponse impulsionnelle infinie de´crit par des
coefficients re´cursifs αi et directs βi. L’application de ce filtre sur des donne´es temporelles
7La DSP d’un bruit blanc est plate et n’est donc de´finie que par une seule valeur.
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e´chantillonne´es xn donnent les donne´es filtre´es yn par :
yn =
Nα∑
k=1
αk yn−k +
Nβ∑
k=0
βkxn−k (3.7)
Le calcul d’une nouvelle valeur de bruit filtre´ dans le tableau de bruits de la classe me`re
se fait en utilisant les donne´es d’entre´e xn, qui correspondent par exemple aux valeurs
d’un bruit blanc et les valeurs filtre´es yn de´ja` calcule´es au pas pre´ce´dent. Un filtre peut
eˆtre de´compose´ en de multiples sous-filtres (ou cellules), chacun de´fini par un jeu de
coefficients. Cette de´composition permet de re´aliser des filtrages a` coupure franche, en
e´vitant des proble`mes d’impre´cision nume´rique.
Le calcul des coefficients re´cursifs αi et des coefficients directs βi d’un filtre en fonc-
tion de la forme de la racine carre´e de la DSP se fait en utilisant la transformation
biline´aire. Prenons l’exemple d’un bruit standard de masse inertielle de´fini dans la sous-
section 2.3.2.1. La racine carre´e de la DSP de ce bruit est de la forme suivante :√
S δν
ν
,MI = A f−1 (3.8)
La fonction de transfert s’e´crit alors :
H(ω) =
A
f
= 2πA(iω)−1 (3.9)
ou` ω est la pulsation. La transformation biline´aire est de´finie comme (cf. partie VII.2.2
[13]) :
s = iω =
2
∆t
1− Z−1
1 + Z−1
(3.10)
ou` ∆t est le pas de temps et Z la variable complexe de la transformation en Z qui est
l’e´quivalent discret en traitement du signal de la transforme´e de Laplace. La fonction de
transfert s’e´crit alors :
H(Z) = π A ∆t 1 + Z
−1
1− Z−1 (3.11)
Si Y repre´sente les donne´es filtre´es et X les donne´es brutes, la transformation s’e´crit
Y = HX, soit :
yn = yn−1 + π A ∆t (xn + xn−1) (3.12)
Les coefficients αi et βi du filtre, de´finis par la formulation (3.7), sont donc pour le filtre
qui permet de ge´ne´rer le bruit de masse inertielle :
α1,MI = 1 et β0,MI = β1,MI = π A ∆t (3.13)
Un calcul similaire permet d’obtenir les coefficients du filtre permettant de ge´ne´rer un
bruit de shot noise de´fini dans la sous-section 2.3.3 et dont la racine carre´e de la DSP est
de la forme : √
S δν
ν
,SN = A f (3.14)
Ces coefficients sont alors :
α1,SN = −1 et β0,SN = −β1,SN = A
π ∆t
(3.15)
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Comme pour la ge´ne´ration d’ondes gravitationnelles, LISACode a la capacite´ de lire
directement dans un fichier, la suite temporelle d’un bruit expe´rimental (NoiseFile). Les
donne´es sont adapte´es au pas de temps physique de la simulation par une interpolation.
La potentialite´ offerte par cette classe est importante dans le cadre d’une utilisation de
LISACode en interaction avec des de´veloppements expe´rimentaux car elle permet d’utiliser
de vraies mesures de bruit dans une simulation. Cela permet, d’une part, d’ajouter au
re´alisme de la simulation, et d’autre part, de tester l’impact de ces bruits dans un mode`le
global de LISA.
3.3.3 Module fond gravitationnel Fond
Ce module est pre´vu pour mode´liser un fond d’ondes gravitationnelles diffus a` partir
d’une mode´lisation de la re´ponse de chaque bras a` ce fond (Background). Un fond d’ondes
gravitationnelles est diffe´rent d’une onde gravitationnelle classique car il n’a pas de direc-
tion de propagation pre´cise. La mode´lisation des fonds gravitationnels est un proble`me
complexe dans LISA qui n’a pas encore de solution pre´cise car il faut tenir compte a` la
fois de la dispersion de la source et a` la fois du mouvement de LISA. La solution expose´e
ici propose d’injecter directement dans le phaseme`tre le signal gravitationnel induit sur
chaque bras par un fond. Ce signal est actuellement lu dans un fichier (BackgroundGalac-
tic). Cela suppose ne´anmoins, de disposer d’une mode´lisation analytique ou nume´rique de
ce signal.
Nous verrons dans la sous-section 3.5.1, l’utilisation de ce module dans la mode´lisation
du fond galactique. C’est d’ailleurs cette application spe´cifique qui a donne´ son nom a` ce
module.
3.3.4 Module orbitographie Orbitographie
Dans le cas pre´sent, l’orbitographie incluse dans LISACode est celle de´crite dans la
section 2.2 du chapitre 2. Pour faciliter certains tests de fonctionnement de l’ensemble
LISA, les trois satellites peuvent eˆtre fixe´s a` une position donne´e.
Toutefois, les orbites mentionne´es ici sont ke´pleriennes, c’est pourquoi une facilite´
du logiciel consiste a` pouvoir directement lire les positions des satellites en fonction du
temps dans un fichier et donc, par la` meˆme, a` prendre en compte les e´phe´me´rides dans le
mouvement de LISA.
En outre, ce module calcule les temps de parcours pour diffe´rents niveaux d’approxi-
mation (cf. sous-section 2.2.2).
3.3.5 Module horloges : USO Temps
Chaque satellite dispose d’une horloge utilise´e par le phaseme`tre comme re´fe´rence pour
la mesure de phase, comme on l’a de´crite dans les sous-sections 2.1.2.3 et 2.4.3. La grande
pre´cision requise sur ces mesures ne´cessite une extreˆme stabilite´ de l’horloge, d’ou` son
appellation (USO, Ultra-Stable Oscillator). Cette horloge sert e´galement au phaseme`tre
pour e´tiqueter temporellement les mesures. Cette e´tiquette temporelle doit eˆtre tre`s pre´cise
pour que la re´duction des bruits lasers dans TDI se fasse efficacement.
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Aujourd’hui, les caracte´ristiques techniques des USO sont mal connues puisque les
principes technologiques employe´es pour l’USO ne sont pas encore clairement de´finies.
Mais on peut tout de meˆme estimer qu’il y a trois types de bruit possibles : un offset, un
bruit gaussien stationnaire et une de´rive [37].
Donc, a` chaque pas de temps, le temps de l’USO dans lequel les diffe´rents types de
bruit ont e´te´ pris en compte est fourni au phaseme`tre. La prise en compte de cet effet
dans LISACode permet de tester par exemple les conse´quences d’un de´calage entre les
horloges des satellites.
3.3.6 Module de´tecteur (Detecteur) : phaseme`tre
Dans les parties pre´ce´dentes, le module mode´lisant les ondes gravitationnelles ainsi
que les modules mode´lisant les bruits, les orbites et les USOs ont e´te´ de´crits. Tous ces
modules de´crivent des e´le´ments qui interviennent dans les signaux de mesures que fournit
le de´tecteur LISA par l’interme´diaire du phaseme`tre. Dans cette partie, on de´crira uni-
quement la simulation de la re´ponse du phaseme`tre (PhoDetPhaMet). En effet, le module
LISA est essentiellement pre´sent pour ge´rer les diffe´rents modules de LISA et le module
TrFctGW ne fait que calculer la re´ponse de chaque bras aux ondes gravitationnelles par
l’expression (1.155). Leurs descriptions ne pre´sentent d’inte´reˆt que pour de futur de´velop-
peur.
Le roˆle principal du module phaseme`tre (PhoDetPhaMet) est de construire un signal
de mesure a` partir des diffe´rents e´le´ments du de´tecteur que sont les bruits, les re´ponses
des bras aux ondes gravitationnelles, les orbites des satellites et les horloges ultra-stables.
Il effectue alors le passage entre le domaine des processus continus fonctionnant au pas
de temps physique et le domaine des mesures e´chantillonne´es au pas de temps de mesure
qui comprend l’application de TDI.
Le signal d’un phaseme`tre est construit en combinant les diffe´rents e´le´ments contri-
buant a` la re´ponse de l’interfe´rome´trie entre les lasers. Ce signal est une mesure de phase
effectue´e a` partir du signal de battement he´te´rodyne de la photodiode. Celle-ci mesure
l’interfe´rence entre deux faisceaux laser qui ont circule´s entre les diffe´rents e´le´ments du
de´tecteur par l’interme´diaire des bancs optiques. Chacun de ces e´le´ments a ajoute´ du
bruit sur les faisceaux et par conse´quent du bruit sur le signal. Les bruits PhoDetPhaMet
sont combine´s selon les formulations donne´es dans la sous-section 2.4.2. Selon le phase-
me`tre qu’elle repre´sente, elle applique la formulation (2.40), (2.41), (2.42) ou (2.43). La
valeur de chacun des bruits est obtenue, soit pour le temps donne´ par l’horloge du satellite
x(tUSO), soit pour ce meˆme temps retarde´ Dix(tUSO) = x(tUSO − Li/c), par la fonction
de renvoie de valeur pour un temps quelconque que posse`de chaque bruit pointe´ par la
liste des bruits (cf. sous-section 3.3.2.1). Pour les phaseme`tres externe-interne s, la valeur
du signal gravitationnel s OG1 correspond a` la somme entre la re´ponse du bras aux ondes,
renvoye´e par le module TrFctGW, et la re´ponse du bras a` d’e´ventuels fonds gravitationnels
(cf. sous-section 3.3.3).
Le signal qui a e´te´ de´crit est le signal que devrait mesurer le phaseme`tre dans le cas
d’une mesure parfaite. Mais, comme on l’a vu dans la sous-section 2.4.3, c’est un appareil
complexe dont la mesure ne peut eˆtre parfaite notamment parce qu’il doit fournir un signal
e´chantillonne´ au pas de temps de mesure a` partir du signal continu de la photodiode. Cette
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imperfection se mode´lise au niveau de LISACode par une fonction de transfert associe´e
au phaseme`tre. Du fait qu’il est actuellement en cours de de´veloppement, sa fonction de
transfert re´elle n’est pas connue. Pour le moment, celle utilise´e dans LISACode est tre`s
simple mais influe tout de meˆme sur le signal.
Dans LISACode, tous les processus physiques sont mode´lise´s avec un pas de temps
physique qui est infe´rieur au pas de temps de mesure en sortie des phaseme`tres. La fonction
de transfert du phaseme`tre doit donc sous-e´chantillonner le signal physique pour obtenir
le signal de mesure. Le pas de temps physique est choisi comme un sous-multiple entier
du pas de temps de mesure. Ainsi on pre´le`ve une valeur tous les pas de temps de mesure
sur les signaux physiques, pour obtenir les signaux de mesure. Mais avec un tel sous-
e´chantillonnage, les hautes fre´quences sont replie´es dans les basses fre´quences et perturbent
comple`tement le signal de mesure ; c’est le proble`me bien connu de l’aliasing, ou repliement
de spectre. Pour e´viter ce proble`me, il est ne´cessaire de filtrer avec une coupure franche, les
signaux physiques avant le sous-e´chantillonnage pour e´liminer les fre´quences supe´rieures
a` la moitie´ de la fre´quence de mesure, d’apre`s le the´ore`me de Nyquist-Shannon. Ce filtre
passe-bas est mode´lise´ dans la fonction de transfert du phaseme`tre de LISACode par un
filtre passe-bas elliptique. Les coefficients de ce filtre nume´rique de´pendent de 5 parame`tres
qui sont : le pas de temps physique ∆tphysique, la fre´quence de coupure haute fc,h (∼
0.1×∆tmesure), la fre´quence de coupure basse fc,b (∼ 0.3×∆tmesure), l’oscillation en bande
passante PdB (∼ 0.1 dB) et l’atte´nuation AdB (∼ 180 dB). Mais les pas de temps e´tant
de´finis par la configuration de la simulation, les coefficients du filtre doivent eˆtre calcule´s
dans LISACode (cf. p. 264 [66]). Pour des filtres avec une coupure aussi brutale, il reste
ge´ne´ralement une oscillation re´siduelle en bande atte´nue´e, apre`s la fre´quence de coupure.
C’est pourquoi les parame`tres du filtre utilise´ ont e´te´ choisis de manie`re a` couper un peu
avant la fre´quence de Nyquist, de manie`re a` garantir une e´limination suffisante des hautes
fre´quences. Ainsi on e´vite tout risque de repliement de spectre qui risquerait de perturber
l’application de TDI. La figure 3.3 donne la forme du filtre elliptique du phaseme`tre en
illustrant la signification des parame`tres dont il de´pend. Elle donne e´galement le re´sultat
de son application sur un bruit blanc avant et apre`s le sous-e´chantillonnage au pas de
temps de mesure. On constate que le repliement de spectre est tre`s faible, il provoque
juste une tre`s le´ge`re remonte´e en bande atte´nue´e. Il faut bien voir que ce filtre n’est pas
une ne´cessite´ impose´e par la mode´lisation nume´rique mais qu’il existera dans le phaseme`tre
de LISA, le proble`me d’aliasing e´tant le meˆme. Ce filtre est une spe´cificite´ importante de
LISACode qui lui permet de fournir des donne´es re´alistes.
Chaque mesure du phaseme`tre est faite a` un temps donne´ par l’horloge du satellite
(USO). Si l’USO est bruite´, son temps est de´cale´ par rapport au temps courant. L’envoi
des mesures vers la me´moire du satellite, puis vers la Terre, e´tant repe´re´ par le temps
courant, l’erreur des USO est prise en compte dans les mesures et influe sur l’efficacite´
de TDI, comme lors de la mission. Mais cette erreur est conside´re´e uniquement comme
un de´calage temporel et non comme une impre´cision dans la mesure du phaseme`tre,
puisque la relation entre le bruit de l’USO et la mesure de phase n’est pas encore connue.
Pour l’instant, l’impre´cision due a` ce bruit de l’USO est juste ajoute´e comme un bruit
dans les bruits de chemin optique (cf. eq. (2.32) sous-section 2.3.4) sans tenir compte de
la mode´lisation de l’USO. Ne´anmoins, lorsque les de´veloppements du phaseme`tre auront
suffisament progresse´ pour que la relation entre le bruit de l’USO et l’erreur du phaseme`tre
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Fig. 3.3: Re´ponses spectrales du filtre elliptique utilise´ dans la fonction de transfert du
phaseme`tre pour permettre un sous-e´chantillonnage a` ∆tmesure = 1s a` partir de donne´es a`
∆tphysique = 0.2s. Ses parame`tres, illustre´s sur la figure, sont : fre´quence de coupure haute
fc,h = 0.1 Hz , fre´quence de coupure basse fc,b = 0.3 Hz, oscillation en bande passante
PdB = 0.1 dB et atte´nuation AdB = 180 dB. La re´ponse the´orique pre´sentant les oscillations
caracte´ristiques d’un filtre elliptique est repre´sente´e en trait plein rouge. La DSP d’un bruit
blanc e´chantillonne´ a` ∆tphysique filtre´ est en tirets verts et suit la re´ponse the´orique. La DSP du
meˆme bruit filtre´ apre`s sous-e´chantillonnage est en pointille´s bleus.
soit connue, il sera tre`s facile de l’inclure dans LISACode.
Le module phaseme`tre mode´lise donc a` la fois la circulation dans les bancs optiques
des deux faisceaux qui interfe´rent, la photodiode et le phaseme`tre, c’est-a`-dire l’ensemble
du syste`me de mesures de LISA. C’est pourquoi cet e´le´ment est central dans LISACode.
3.3.7 Module me´moire (Memoire)
La description du phaseme`tre pre´ce´dente a expose´ la construction des signaux de me-
sures. Le roˆle du module me´moire est de faire le lien entre la mode´lisation du de´tecteur et
l’application de la me´thode TDI. Il re´cupe`re les signaux envoye´s par les quatre phaseme`tres
du satellite, les enregistre dans un fichier de sortie et les me´morise pour l’application de
TDI. Il repre´sente en quelques sortes l’envoi des donne´es de LISA sur Terre !
Ce module me´morise les quatre signaux de mesures pendant une certaine dure´e pour
qu’ils puissent eˆtre ensuite utilise´s par la me´thode TDI (Memory). En effet, cette me´-
thode, pre´sente´e dans la partie 2.5, e´limine le bruit laser en retardant les signaux de
mesures puis en les combinant, d’ou` la ne´cessite´ de me´moriser les signaux, un peu comme
le module Bruit me´morise les bruits pour permettre aux phaseme`tres de construire les
signaux (cf. partie 3.3.2.1). La me´moire est donc ge´re´e par un tableau glissant (Serie).
Les valeurs envoye´es vers le module TDI sont interpole´es dans le tableau pour retourner
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la valeur correspondant au retard. Le choix de l’interpolation utilise´e est tre`s important
pour garantir une bonne e´limination du bruit laser, mais, par ailleurs, une interpolation
trop pousse´e augmente le temps de simulation, c’est pourquoi ce choix est parame´trable
(cf. sous-section 3.4.1). Il est possible soit de re´cupe´rer les signaux depuis les phaseme`tres
puis de les enregistrer e´ventuellement dans un fichier ASCII ou binaire (MemoryWrite-
Disk), soit de les lire dans un fichier (MemoryreadDisk), spe´cificite´ utilise´e notamment par
l’exe´cutable TDIApply, qui permet d’appliquer TDI sur des signaux lus dans des fichiers.
La me´morisation par le module Memoire n’est pas spe´cialise´e pour les signaux des
phaseme`tres. En effet, le nombre de signaux stocke´s s’adapte aux besoins et ce module
peut donc eˆtre utilise´ a` des fins de me´morisation ou d’enregistrement de donne´es. Il sert
notamment a` stocker les six valeurs de temps de parcours le long des bras.
3.3.8 Module TDI
Le module TDI applique la me´thode TDI de´taille´e dans la section 2.5 sur les signaux
de mesures me´morise´s, pour obtenir de nouveaux flux de donne´es dans lesquels les bruits
laser sont e´limine´s. Il retarde les signaux graˆce aux retards me´morise´s puis les combine.
Ce module applique TDI d’une manie`re tre`s ge´ne´rique et peut ainsi fournir le flux de
donne´es correspondant a` n’importe quel ge´ne´rateur. Il faut bien voir que l’application de
TDI ne rele`ve plus du domaine de la mode´lisation mais de celui de la pre´-analyse. La
me´thode pre´sente´e ici fonctionne donc de la meˆme manie`re sur les signaux mode´lise´s que
sur les futurs signaux de LISA !
La premie`re e´tape de l’application de TDI consiste a` cre´er les six flux de donne´es
interme´diaires ηi et η
′
i correspondant aux formulations (2.76) et (2.77), pre´sente´es dans
la sous-section 2.5.4 (TDI InterData). Elles rame`nent le proble`me de la re´duction du bruit
laser de deux bruits laser par satellite, pi et p
′
i, a` un seul bruit laser par satellite, pi. Six
tableaux de donne´es glissants (Serie) sont ne´cessaires, un pour chaque flux de donne´es. A
chaque pas de temps de mesure, les nouvelles valeurs sont calcule´es en utilisant les signaux
des trois satellites et les temps de parcours, autrement dit les retards. Ce calcul doit eˆtre
tre`s pre´cis pour re´duire au mieux les bruits p′i des deuxie`mes lasers de chaque satellite et
notamment lors de l’application de l’ope´rateur de retard Di+2 sur les signaux de mesures
τi+1 et τ
′
i+1.
La deuxie`me e´tape consiste en l’application des ge´ne´rateurs sur les flux de donne´es
interme´diaires. Un seul ge´ne´rateur a` la fois est applique´ : il y a donc un objet de type
TDI par ge´ne´rateur. Un ge´ne´rateur TDI peut eˆtre de´veloppe´ en une somme de packs. Un
pack est un ensemble d’ope´rateurs retards applique´s a` un flux de donne´es. Par exemple,
le ge´ne´rateur X1.5st donne´ par le 6-uples de la formulation (2.121) se de´veloppe en une
somme de huit packs qui est :
X1.5st = η1+D3 η
′
2+D3D3′ η
′
1+D3D3′D2′ η3−η′1−D2′ η3−D2′D2 η1−D2′D2D3 η2′ (3.16)
On remarque que dans ce de´veloppement, l’interpre´tation du ge´ne´rateur en deux boucles
de faisceaux est nettement visible (cf. sous-section 2.5.3). Afin de faciliter l’utilisation
des packs dans LISACode, on exprime chaque pack par un nombre entier a` partir des
conventions suivantes :
– le signe du nombre correspond au signe du pack dans la sommation,
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– le dernier chiffre est un nombre entre 1 et 6 qui indique le signal sur lequel s’applique
les retards avec la correspondance suivante :
η1 → 1 , η2 → 2 , η3 → 3 , η′1 → 4 , η′2 → 5 , η′3 → 6 (3.17)
– les autres chiffres indiquent les ope´rateurs de retard a` appliquer dans l’ordre : le
chiffre des dizaines indique l’indice du bras du premier ope´rateur a` appliquer, le
chiffre des centaines, l’indice du deuxie`me, etc. La correspondance entre le chiffre et
le bras concerne´ par l’ope´rateur de retard est donne´e par le tableau 3.1.
Ope´rateur Bras Emetteur → Re´cepteur Chiffre du pack
D1 1 3 → 2 1
D2 2 1 → 3 2
D3 3 2 → 1 3
D′1 1’ 2 → 3 4
D′2 2’ 3 → 1 5
D′3 3’ 1 → 2 6
Tab. 3.1: Tableau donnant la correspondance entre les chiffres du pack et le bras concerne´ par
l’ope´rateur de retard.
En suivant ces conventions, le pack −5235 correspond a` :
− 5235 ≡ −D2′D2D3 η2′ (3.18)
≡ −η′2
[
t− L3
c
(
t− L2
c
(
t− L
′
2
c
(t)
))
− L2
c
(
t− L
′
2
c
(t)
)
− L
′
2
c
(t)
]
Les chiffres de la suite de pack du ge´ne´rateur X1.5st sont alors :
X1.5st ≡ 1, 35, 364, 3653, −4, −53, −521, −5235 (3.19)
De la meˆme manie`re, les packs des autres ge´ne´rateurs couramment utilise´s sont :
Y1.5th ≡ 2, 16, 145, 1461, −5, −61, −632, −6316 (3.20)
Z1.5th ≡ 3, 24, 256, 2542, −6, −42, −413, −4124 (3.21)
P1.5th ≡ 25, −63, −22, 66, 642, −216, 1463, −1425 (3.22)
E1.5th ≡ 542, 56, −316, −32, −144, 141, 4, −1 (3.23)
U1.5th ≡ 145, 1464, −5, −64, 16, 2, −6542, −656 (3.24)
X2nd ≡ 1, 35, 364, 3653, 36524, 365253, 3652521, 36525235,
−4, −53, −521, −5235, −52361, −523635, −5236364, −52363653 (3.25)
Le module TDI de´compose chaque chiffre de pack en une variable de signe, une liste
d’indices de retard et un indice de signal interme´diaire, ηi ou η
′
i, qui est identique a` l’indice
du signal de mesure dans les de´veloppements de TDI, si ou s
′
i (cf. sous-section 2.5.4). A
chaque pas de temps de mesure, il calcule la valeur de chaque pack puis somme l’ensemble
de ces valeurs. Le calcul de la valeur d’un pack, qui est l’application des ope´rateurs de
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retard sur le flux de donne´es interme´diaires, doit se faire en respectant l’ordre des retards.
Pour cela, le retard total est calcule´ par l’algorithme ite´ratif suivant : apre`s avoir initialise´
a` 0 la variable retard total, on effectue une boucle sur les retards ou`, a` chaque ite´ration,
on ajoute au retard total le temps de parcours le long du bras pris au temps retarde´ du
retard total, soit pour chaque ite´ration i l’ope´ration :
∆ttotal = ∆ttotal +
Li
c
(t−∆ttotal) (3.26)
L’application de cet algorithme sur le pack de l’exemple (3.18) donne :
1. Initialisation : retard total a` 0 : ∆ttotal = 0
2. Ite´ration 1 : ajout du retard du bras L′2 pris au temps t :
∆ttotal =
L′2
c
(t)
3. Ite´ration 2 : ajout du retard du bras L2 pris au temps t− L′2c (t) :
∆ttotal =
L′2
c
(t) +
L2
c
(
t− L
′
2
c
(t)
)
4. Ite´ration 3 : ajout du retard du bras L3 pris au temps t− L′2c (t) + L2c
(
t− L′2
c
(t)
)
:
∆ttotal =
L′2
c
(t) +
L2
c
(
t− L
′
2
c
(t)
)
+
L3
c
(
t− L
′
2
c
(t) +
L2
c
(
t− L
′
2
c
(t)
))
Ce retard total est utilise´ pour retarder le flux de donne´es interme´diaires ηi (ou η
′
i), et
ainsi obtenir la valeur du pack. A chaque ite´ration de l’algorithme, le temps de propagation
Li/c retarde´ de ∆ttotal s’obtient en utilisant l’interpolation du module me´moire utilise´ ici
pour le stockage des retards (cf. sous-section 3.3.7). L’interpolation sur les retards est
lagrangienne d’ordre 6 et celle sur les signaux TDI interme´diaires est spe´cifie´e par la
configuration mais, typiquement, on obtient une bonne e´limination des bruits laser avec
une interpolation lagrangienne d’ordre 20, comme on le verra dans la partie 3.4.1.
Il y a donc par pack, a` chaque pas de temps, une interpolation tre`s pre´cise et autant
d’interpolations moins pre´cises que d’ope´rateurs de retard. Au total, cela repre´sente un
grand nombre d’interpolations et par conse´quent un temps de calcul tre`s important. Par
exemple, pour le ge´ne´rateur X1.5st, il y a 12 interpolations de retard et 6 interpolations de
mesure par pas de temps, soit l’e´quivalent en temps de calcul d’environ 96 interpolations
line´aires8 et 264 pour le ge´ne´rateur X2nd. Ce nombre d’interpolations est indispensable a`
l’e´limination du bruit laser dans un cas re´aliste. Mais dans le cas d’une simulation sans
bruits laser ou sans flexing, il n’y a pas lieu d’avoir autant de pre´cision dans l’application
de TDI. Une option dans LISACode permet alors de supprimer l’interpolation sur les
retards en prenant la valeur de chaque retard au temps courant. L’application de TDI
pour le pack de l’exemple (3.18) est alors approxime´e par :
−D2′D2D3 η2′ ≈ −η′2
[
t− L3
c
(t)− L2
c
(t)− L
′
2
c
(t)
]
(3.27)
8On conside`re que le temps de calcul est proportionnel a` l’ordre de l’interpolation et que l’interpolation
lagrangienne d’ordre 2 est e´quivalente en temps de calcul a` une interpolation line´aire.
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L’exactitude des temps de parcours conditionne fortement l’efficacite´ de TDI (cf. sous-
section 2.5.11). Ils sont donc directement obtenus a` partir du module d’orbitographie.
Mais, dans la re´alite´, les orbites exactes ne seront pas connus avec une infinie pre´cision
et par conse´quent, il y aura des impre´cisions sur la valeur exacte des temps de parcours.
Pour simuler cette me´connaissance, on verra qu’une erreur peut eˆtre introduite (cf. sous-
section 3.3.11).
Les re´sultats de l’ensemble des ge´ne´rateurs TDI sont enregistre´s dans un meˆme fichier
a` chaque pas de temps.
3.3.9 Configuration (module et classe Input Data)
LISACode est un simulateur flexible qui se construit a` partir des modules qui viennent
d’eˆtre de´crits en fonction des exigences de la simulation. Cette construction est re´alise´e
par le module Input Data qui ne contient qu’une seule classe, qui a le meˆme nom. C’est
cette classe qui fait l’interface avec les exigences de l’utilisateur par l’interme´diaire d’un
fichier de configuration.
Ce fichier de configuration est de´taille´ dans le manuel utilisateur de LISACode [61]. Il
comporte des instructions qui de´crivent les diffe´rents e´le´ments de la simulation :
– e´le´ments temporels : pas de temps physique, pas de temps de mesure, temps de
simulation,
– parame`tres de TDI : type d’interpolation, impre´cision sur la connaissance des re-
tards, approximation ou non dans le calcul du retard total (cf. sous-section 3.3.8),
– orbitographie : temps de la position initiale, phase initiale de rotation, longueur
nominale des bras, ordre d’approximation dans le calcul des temps de parcours (cf.
sous-section 2.2 et 3.3.4),
– description du de´tecteur : puissance laser, activation et parame`tres du filtre du
phaseme`tre (cf. sous-section 3.3.6),
– enregistrement : un fichier d’enregistrement ASCII ou binaire diffe´rent pour cha-
cun des e´le´ments de mesures : un fichier pour les signaux de mesures pour chaque
satellite, un pour les temps de parcours, un pour les signaux TDI et un pour les
positions des satellites,
– horloges (USO) : offset, bruit et de´rive (cf. sous-section 3.3.5),
– ondes gravitationnelles : localisation de la source [β,λ,ψ] et description (savoir si
elle est monochromatique, binaire a` fre´quence fixe, binaire en calcul PN, lu dans un
fichier, etc) (cf. sous-sections 1.4.4 et 3.3.1),
– fond gravitationnel : fichier des re´ponses des bras (cf. section 1.5 et sous-section 3.3.3),
– bruits : localisation du bruit (que ce soit bruit laser, bruit de masse inertielle, shot
noise ou autres bruits de chemin optique) avec le repe´rage du banc optique et des-
cription (savoir s’il est blanc, lu dans un fichier, filtre´ en f, filtre´ en 1/f, filtre´ avec
une de´pendance en puissance et en longueur des bras, etc ) (cf. section 2.3 et sous-
section 3.3.2),
– ge´ne´rateur TDI : nom et description des packs par chiffre, s’il n’est pas pre´de´fini9(cf.
section 2.5 et sous-section 3.3.8).
9Les ge´ne´rateurs les plus courants sont pre´de´finis dans LISACode. Seul leur nom est alors ne´cessaire.
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Le module Input Data lit le fichier de configuration et construit les objets au fur et a`
mesure. Pour les e´le´ments temporels, les parame`tres de TDI, l’orbitographie, la description
du de´tecteur et les horloges, si aucune instruction n’est lue a` leur sujet, une valeur par
de´faut leur est attribue´e. Pour les autres, c’est-a`-dire les ondes gravitationnelles, les bruits
et les ge´ne´rateurs TDI, si aucune instruction ne les concerne, les objets ne sont pas cre´e´s.
Ainsi, il est par exemple possible de faire une simulation sans bruit, tout simplement en
ne spe´cifiant aucune instruction de bruit. De la meˆme manie`re, les donne´es sont e´crites
dans les fichiers de sortie seulement s’il y a une instruction concernant ce fichier.
Quelques pre´cisions sont a` apporter au sujet des bruits de´finis par leur DSP qui sont
mode´lise´s en utilisant un ou plusieurs filtres. La DSP est de´finie de fac¸on tre`s simple par un
mot cle´ et quelques valeurs qui sont me´morise´es au moment de leur lecture. C’est une fois
le fichier de configuration entie`rement lu que les coefficients des filtres sont calcule´s a` partir
des valeurs me´morise´es, du pas de temps physique et d’e´ventuels autres parame`tres. Par
exemple, le shot noise peut eˆtre de´crit par un bruit qui de´pend de la longueur des bras et
de la puissance laser, comme le spe´cifie la formulation (2.27), et donc ces deux parame`tres
sont inclus dans le calcul des coefficients du filtre. Ensuite les objets repre´sentant les bruits
sont construits. C’est e´galement a` ce moment que les bruits de shot noise et les autres
bruits de chemin optique (ABCO) sont regroupe´s dans un seul et meˆme bruit dit bruit de
chemin optique.
Le fichier de configuration est e´crit au format ASCII simple ou au format XML. Le
format ASCII simple se compose des instructions de´taille´es dans le manuel utilisateur [61]
qui sont propres a` LISACode. Son langage se veut aussi clair que possible pour permettre a`
l’utilisateur de rapidement prendre en main le simulateur. Le format XML est celui utilise´
par le Mock LISA Data Challenge (MLDC ) qui est la structure visant a` coordonner
l’analyse des donne´es de LISA. Ce format, assez complexe, est utilise´ par les deux autres
simulateurs, SyntheticLISA et LISASimulator. LISACode peut se configurer a` partir des
meˆmes fichiers XML, et fournir le fichier XML correspondant a` une simulation, ce qui lui
permet d’eˆtre pleinement inte´gre´ a` la simulation de donne´es dans la communaute´ LISA.
3.3.10 Autres modules
Les modules pre´ce´demment de´crits utilisent diffe´rents outils de´finis dans deux modules
outils. Le premier est le module Generalites qui contient un fichier de constantes physiques,
PhysicConstants, et un fichier de constantes concernant LISA et LISACode, LISAConstants.
Le second module outils est le module Outils Maths, qui a de´ja` e´te´ e´voque´ a` plusieurs
reprises. Ce module contient plusieurs classes qui de´crivent des outils mathe´matiques
tels que des couples de donne´es (classe Couple), des vecteurs (classe Vect), des matrices
(classe Mat), etc. La classe Serie de´crit un tableau glissant et les me´thodes d’interpolation
associe´es. Elle est notamment utilise´e par les modules Memoire et TDI. La classe Filter
de´crit et applique un filtre qui a e´te´ pre´sente´ dans la sous-section 3.3.2.2 concernant les
bruits. La classe EllipticFilter calcule automatiquement les coefficients d’un filtre elliptique
passe-bas de´crit dans la partie 3.3.6 sur le phaseme`tre puisque c’est essentiellement pour
sa fonction de transfert que ce filtre est utilise´. Enfin un sous-programme en C, randlib,
e´crit par Barry W. Brown et James Lovato, ge`re la ge´ne´ration de nombres ale´atoires [24].
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3.3.11 Applications
A partir de l’ensemble des modules qui ont e´te´ pre´sente´s et qui forment l’e´quivalent
d’une bibliothe`que, il est possible de construire le simulateur LISACode, bien entendu,
mais aussi plusieurs applications.
L’application principale est le simulateur LISACode dans son ensemble. Il est cre´e´ a`
partir d’un programme principal qui posse`de les variables temporelles, un objet de type
Input Data qui configure la simulation, la liste des me´moires des satellites, le fichier d’en-
registrement des signaux TDI, une me´moire sur les temps de parcours utilise´s dans l’ap-
plication de TDI, une me´moire pour les positions des satellites, un objet de type LISA qui
repre´sente l’ensemble du de´tecteur, un objet de type TDI InterData qui calcule les signaux
TDI interme´diaires et une liste d’objets de type TDI qui repre´sente les ge´ne´rateurs.
Ce programme principal qui effectue l’avancement temporel au pas de temps de mesure,
a une progression se´quentielle en trois phases :
1. Il configure le simulateur avec l’objet de type Input Data qui interpre`te le fichier de
configuration. Puis il initialise toutes les variables et les objets. L’initialisation de
certains objets ne´cessite un fonctionnement a` vide sans avancement temporel, pour
stabiliser les filtres notamment.
2. La simulation de LISA se fait et fournit des donne´es, au pas de temps de mesure, aux
me´moires des satellites et des temps de parcours. Mais TDI n’est pas encore applique´
car il n’y a pas assez de signaux de mesures me´morise´s pour pouvoir appliquer les
ope´rateurs de retard.
3. La simulation de LISA poursuit son fonctionnement et la me´thode TDI est applique´e
et fournit les flux de donne´es correspondant aux ge´ne´rateurs.
Dans la me´morisation des temps de parcours, une erreur peut eˆtre ajoute´e. Elle permet
de simuler la me´connaissance des retards dans l’application de TDI et d’estimer les limites
acceptables de celle-ci comme on le verra dans la sous-section 3.4.5.
Il existe deux exe´cutables secondaires base´s sur les meˆmes modules. Le premier,
DnonGW, permet de calculer les signaux gravitationnels, c’est-a`-dire les variations rela-
tives de fre´quence induites par des ondes gravitationnelles sur les bras de LISA. Il posse`de
une liste des ondes gravitationnelles, un objet de type TrFctGW qui calcule le signal gra-
vitationnel et le fichier de sortie des signaux ainsi que diffe´rents autres fichiers de sortie.
Il posse`de e´galement un objet de type Input Data qui cre´e les ondes gravitationnelles et
spe´cifie les parame`tres de simulation a` partir d’un fichier identique a` celui utilise´ pour
LISACode mais, cette fois, seules les ondes gravitationnelles sont utilise´es.
Le deuxie`me exe´cutable secondaire, TDIApply, permet d’appliquer TDI sur des signaux
de mesures enregistre´s dans des fichiers en utilisant un fichier de temps de parcours pour
obtenir les retards. Il posse`de le module me´moire, le module TDI et un objet de type
Input Data qui spe´cifie les ge´ne´rateurs TDI ainsi que les fichiers d’entre´es et de sorties.
Les fichiers d’entre´e des signaux de mesures et des temps de parcours sont dans le meˆme
format que ceux produits par LISACode. Ainsi on peut appliquer de nouveaux ge´ne´rateurs
TDI sans refaire de simulation comple`te. Mais on peut e´galement utiliser ce programme
pour appliquer TDI sur les signaux de mesures re´els que fournira la mission !
Il existe aussi un exe´cutable de test par module qui permet de tester son fonction-
nement et de faire des applications rapides. La gestion de l’ensemble de ces modules et
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∆tmesure Orbites Bruits Interpolation TDI temps CPU
(secondes) (ordre) (ordre) (secondes)
1 1 2 Tous 20 X2nd, Y 2nd, Z2nd 15Eˆ299
2 1 2 Tous 8 X2nd, Y 2nd, Z2nd 8Eˆ143
3 1 2 Tous 8 X2nd 4Eˆ652
4 1 2 Sans bruit laser 8 X2nd 3Eˆ891
5 15 2 Sans bruit laser 8 X2nd 242
6 15 0 Sans bruit laser 8 X1st 140
7 15 0 Aucun 2 X1st 74
8 120 0 Aucun 2 X1st 7.8
LISALight
9 120 0 Aucun Aucune X1st 2.3
Tab. 3.2: Temps d’exe´cution de LISACode pour des simulations sur un an avec un pas de
temps de mesure ∆tmesure. Pour les orbites, l’ordre 2 signifie que dans le calcul du temps
de parcours (cf. sous-section 2.2.2) le flexing, l’effet Sagnac et les corrections relativistes
sont pris en compte, l’ordre 1 conside`re le flexing et l’effet Sagnac alors que l’ordre 0
conside`re uniquement le flexing. LISALight correspond a` une application simplifie´e au
maximum, construit avec les modules de LISACode. Ces calculs ont e´te´ re´alise´s sur un
G5 biprocessor Mac (2.7 GHz, 5 Go RAM) fonctionnant avec Mac OS 10.4 .
exe´cutables est base´e sur le syste`me automake. Il permet de cre´er une distribution de
LISACode qui peut s’installer sous les syste`mes UNIX et Mac comme une application
UNIX standard. A titre indicatif, le tableau 3.2 donne des valeurs des temps de calcul
pour diffe´rentes configurations de LISACode allant de la plus re´aliste a` la plus simplifie´e.
LISACode est un simulateur scientifique de LISA qui tient son re´alisme d’une orga-
nisation proche de celle du de´tecteur. Son architecture flexible lui permet d’aborder la
simulation aussi bien d’un point technologique que d’un point de vue traitement du si-
gnal. De plus sa simplicite´ d’utilisation et sa compatibilite´ lui permettent d’eˆtre utilise´
par toute la communaute´ scientifique.
3.4 Re´sultats technologiques
Les e´tudes technologiques mene´es a` l’aide de LISACode, qui sont pre´sente´es partielle-
ment dans l’article [63], seront de´taille´es ici. On commencera par pre´senter les re´sultats
de l’application de TDI et la me´thode employe´e pour calculer de courbe de sensibilite´
avec LISACode, cette courbe servant par la suite a` illustrer l’efficacite´ de LISA. On de´-
taillera ensuite les re´sultats obtenus pour la sensibilite´ de la deuxie`me ge´ne´ration de TDI
dans une configuration re´aliste. On pre´sentera alors diffe´rentes e´tudes afin de pre´ciser
l’erreur acceptable sur les connaissances des temps de parcours, l’impact du modification
de la longueur nominale des bras et les conse´quences de la perte de liens lasers. Enfin, on
terminera par la de´termination de spe´cifications sur le bruit laser.
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Les re´sultats pre´sente´s ici sont re´alise´s, sauf exception, avec les bruits expe´rimentaux
“standards” recense´s dans le tableau 3.3. Une configuration re´aliste correspond a` une
simulation re´alise´e avec un pas de temps physique de 0,5 secondes, un pas de temps de
mesure de une seconde, un calcul des temps de parcours incluant le flexing, l’effet Sagnac
et les corrections relativistes, une interpolation dans TDI lagrangienne d’ordre 20 et un
calcul exact des retards utilise´s dans TDI c’est-a`-dire une connaissance parfaite des temps
de parcours dans TDI avec une imbrication des ope´rateurs pour le calcul des retards (cf.
eq. (3.26)).
Source ref. Valeur Valeur dans LISACode
(unite´s standards) (unite´s δν
ν
)
Bruit laser 2.3.1 30 Hz.Hz−
1
2 1× 10−13Hz− 12
Masse inertielle 2.3.2.1 3× 10−15 m.s−2.Hz− 12 1, 59× 10−24
(
1Hz
f
)
.Hz−
1
2
shot noise 2.3.3 11× 10−12 m.Hz− 12 2, 3× 10−19 ( f
1Hz
) (
L
5×109m
)√
1W
P
.Hz−
1
2
Autres bruits de 2.3.4 15, 7× 10−12 m.Hz− 12 3, 32× 10−19 ( f
1Hz
)
.Hz−
1
2
chemin optique
Tab. 3.3: Valeurs standards des bruits utilise´s dans LISACode.
3.4.1 Application de TDI
LISACode applique la me´thode TDI sur les signaux de mesures simule´s, afin d’obtenir
des flux de donne´es sans bruit laser. Mais dans une configuration re´aliste, le bruit laser
est seulement re´duit a` un niveau infe´rieur aux autres bruits, dits bruits secondaires. Ce
niveau ne peut eˆtre estime´ analytiquement car il met en jeu l’ensemble des e´le´ments de
LISA et l’application nume´rique de TDI (cf. sous-sections 2.5.9 et 2.5.10).
L’application de TDI ne´cessite des interpolations sur les signaux et sur les temps de
propagation, comme on l’a vu dans la sous-section 3.3.8. L’interpolation sur les temps de
parcours ne ne´cessite pas une grande pre´cision car les longueurs des bras varient lentement.
On utilise alors une interpolation lagrangienne d’ordre 6. Par contre, l’interpolation sur les
signaux, qui doit eˆtre beaucoup plus pre´cise, requiert une e´tude spe´cifique pour de´terminer
l’ordre de l’interpolation lagrangienne optimale, c’est-a`-dire l’ordre permettant de re´duire
le bruit laser a` un niveau infe´rieur a` ceux des autres bruits, sans pour autant ne´cessiter
un temps de calcul trop important.
Pour cette e´tude, on effectue plusieurs simulations avec une configuration re´aliste de
LISA incluant uniquement du bruit laser, en variant l’ordre de l’interpolation lagrangienne
utilise´e dans TDI. Les DSP du ge´ne´rateur Michelson de deuxie`me ge´ne´ration X2nd sont
pre´sente´es sur la figure 3.4. Ces DSP doivent eˆtre compare´es a` celles obtenues pour une
simulation similaire mais incluant cette fois tous les bruits, excepte´s les bruits lasers.
On observe que pour les basses fre´quences la re´duction est efficace de`s l’ordre 4. Mais a`
hautes fre´quences, il est ne´cessaire d’utiliser une interpolation d’ordre 20 pour garantir une
re´duction satisfaisante, c’est-a`-dire que la courbe des bruits laser soit en-dessous de celle
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des bruits secondaires. On peut tout de meˆme noter qu’une interpolation d’ordre 10 donne
des re´sultats presque satisfaisants. Une augmentation de l’ordre d’interpolation n’entraˆıne
pas d’ame´lioration significative de la re´duction. Le bruit laser re´siduel obtenu pour l’ordre
20 est donc le plus bas qu’il est possible d’obtenir. Il est duˆ a` l’erreur intrinse`que de TDI
seconde ge´ne´ration applique´ sur des re´sultats re´alistes. Dans tous les re´sultats pre´sente´s
par la suite, l’interpolation utilise´e dans TDI sera une interpolation de Lagrange d’ordre
20.
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Fig. 3.4: DSP du ge´ne´rateur Michelson de deuxie`me ge´ne´ration X2nd obtenue pour des si-
mulations re´alistes n’incluant que le bruit laser et appliquant TDI avec diffe´rents ordres de
l’interpolation lagrangienne, soit l’ordre 4 en rose, l’ordre 8 en bleu clair, l’ordre 10 en vert, et
l’ordre 20 en bleu fonce´. La courbe en rouge correspond a` un calcul identique mais en conside´rant
tous les bruits sauf le bruit laser. Ces DSP sont faites sur un mois de donne´es ge´ne´re´es par LI-
SACode avec une configuration de LISA re´aliste en tout point excepte´ sur les bruits, c’est-a`-dire
des temps de parcours prenant en compte tous les effets, un pas de temps physique de 0.5 s et
un pas de temps de mesure de 1 s, un filtrage des phaseme`tres, etc.
Sur la figure 3.4, on observe qu’entre 2 et 5 millihertz, le bruit laser re´siduel est au
niveau des bruits secondaires. Dans ce domaine de fre´quence, le niveau de ce bruit re´siduel
est alors acceptable mais pas comple`tement ne´gligeable. La DSP du bruit laser re´siduel est
directement proportionnelle a` la DSP du bruit sur les lasers. Dans les simulations, ce bruit
est mode´lise´ par un bruit blanc a` 10−13 Hz−1/2 (cf. sous-section 2.3.1) soit 30Hz/
√
Hz car
c’est la valeur spe´cifie´e par les rapports techniques de LISA (cf. sous-section 2.3.1 sur les
bruits lasers et rapport [16]). LISACode montre donc que cette spe´cification est suffisante
mais donne un bruit laser re´siduel qui aura une influence visible comme on le montrera
par la suite. Mais inversement, LISACode peut eˆtre utilise´ pour fixer une contrainte sur
le bruit laser, ce qui sera pre´sente´ dans la sous-section 3.4.8
L’application de TDI permet donc de re´duire efficacement le bruit laser. On conside`re
a` pre´sent la mode´lisation la plus re´aliste possible du de´tecteur LISA contenant tous les
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bruits et une onde gravitationnelle monochromatique dont la fre´quence est fOG = 10
−3 Hz
et l’amplitude hS,+ = 10
−19 et hS,× = 0. Pour un an de simulation, on obtient les re´sultats
de la figure 3.5, qui illustrent bien l’efficacite´ de la me´thode TDI. Cette figure pre´sente
la DSP d’un signal de mesures en sortie d’un des phaseme`tres. Les autres signaux de
mesures sont similaires. Ce signal est comple`tement domine´ par le bruit laser. Il est alors
impossible de distinguer la moindre trace de l’onde gravitationnelle dans celui-ci. Mais
lorsqu’on observe la DSP du signal du ge´ne´rateur TDI, Michelson X2nd, on obtient la
deuxie`me courbe de la figure 3.5 ou` le niveau de bruit est celui des bruits secondaires, le
bruit laser ayant e´te´ re´duit. Le pic correspondant a` l’onde gravitationnelle apparaˆıt alors
nettement a` 1 millihertz.
Fig. 3.5: DSP du signal de mesures d’un phaseme`tre et du signal du ge´ne´rateur Michelson
de deuxie`me ge´ne´ration X2nd pour une simulation de LISACode sur un an avec une mode´lisa-
tion re´aliste de LISA et une onde gravitationelle monochromatique dont les parame`tres sont :
fre´quence fOG = 10
−3 Hz amplitude hS,+ = 10−19 et hS,× = 0, position β = 40◦ et λ = 80◦,
polarisation ψ = 0◦ et phase initiale φ0,+ = φ0,× = 0. Le graphique inse´re´ correspond a` un zoom
sur le pic pour mettre en avant la structure spectrale du signal de l’onde.
LISACode ve´rifie donc bien l’efficacite´ de la me´thode TDI dans un cas re´aliste. Son
application ne´cessite d’utiliser une interpolation de Lagrange d’ordre 20 sur les signaux
de mesures.
3.4.2 Courbe de sensibilite´ avec LISACode et validation du si-
mulateur
La courbe de sensibilite´ qui a e´te´ de´crite dans la sous-section 2.5.8 est couramment
utilise´e car elle donne une repre´sentation moyenne de l’efficacite´ de LISA. Cette courbe
de´pend non seulement de la configuration de l’instrument mais aussi du ge´ne´rateur TDI
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applique´. Elle sera donc souvent utilise´e par la suite pour illustrer les re´sultats technolo-
giques obtenus avec LISACode.
Cette courbe de sensibilite´ est obtenue, pour une configuration simplifie´e de LISA,
par un calcul analytique conside´rant une onde gravitationnelle non physique qui couvre
a` la fois toutes les positions et toutes les fre´quences. Pour e´tablir cette courbe dans des
configurations plus re´alistes, il est ne´cessaire d’utiliser un simulateur tel que LISACode.
Pour e´tablir une courbe de sensibilite´ avec LISACode, une proce´dure spe´cifique a e´te´ mise
en place. Cette proce´dure permettra de ve´rifier les re´sultats de LISACode et ainsi de
valider ce simulateur.
3.4.2.1 Proce´dure de calcul de courbe de sensibilite´ avec LISACode
La sensibilite´ h se calcule par l’e´quation (2.109) a` partir de la re´ponse aux bruits et de la
re´ponse aux ondes gravitationnelles. Ces re´ponses sont obtenues par diffe´rentes simulations
qui ont pour base commune un temps de simulation d’une semaine, un pas de temps
physique de 0.5 seconde, un pas de temps de mesure de 1 seconde. Deux calculs distints
sont re´alise´s, l’un concernant uniquement les bruits instrumentaux, l’autre uniquement la
re´ponse aux ondes gravitationnelles.
La re´ponse aux bruits correspond a` la moyenne des DSP des signaux TDI issus d’un
grand nombre de simulations identiques prenant seulement en compte les bruits du cas
a` e´tudier. En effet, ces signaux e´tant soumis a` des fluctuations statistiques, il est ne´ces-
saire de moyenner les re´sultats de simulations avec des configurations identiques mais des
re´alisations de bruits diffe´rentes en modifiant la racine du tirage ale´atoire.
La re´ponse aux ondes gravitationnelles est plus complexe car elle prend en compte a`
la fois toutes les fre´quences et toutes les directions. Les fre´quences a` e´tudier sont traite´es
inde´pendamment les unes des autres. Pour chaque fre´quence, la re´ponse gravitationnelle
est obtenue par la moyenne des puissances totales de signaux TDI issus de plusieurs simu-
lations n’incluant chacune qu’une onde gravitationnelle monochromatique a` la fre´quence
conside´re´e. Cet ensemble d’ondes a pour objectif de de´crire toutes les directions du ciel
et toutes les polarisations, mais l’utilisation d’un trop grand nombre d’ondes entraˆınerait
un temps de calcul prohibitif. On utilise donc les re´sultats d’une e´tude empirique per-
mettant de de´gager 22 positions associe´es a` des facteurs de ponde´ration qui repre´sentent
relativement bien toutes les directions du ciel. Ces positions, donne´es dans le tableau 3.4,
sont e´tablies en conside´rant que, sur une semaine, la position de LISA a tre`s peu varie´e.
On distribue alors isotropiquement les sources autour du triangle de LISA. Pour cela, on
de´finit un re´fe´rentiel LISA dont l’origine est au centre du triangle, l’axe x est dans la
direction du satellite 1, l’axe z est la normale au triangle et l’axe y du cote´ du satellite 2.
Les angles θLISA et φLISA sont les coordonne´es sphe´riques d’une direction dans ce repe`re.
La distribution isotropique est e´tablie en re´partissant les angles θLISA entre 0 et 90
◦ puis
l’angle φLISA entre 0 et 4×360◦. Le facteur de ponde´ration de chaque direction correspond
a` l’inte´grale sur la couronne de colatitude θLISA
10. Ces directions sont ensuite exprime´es
dans le re´fe´rentiel e´cliptique11. La prise en compte de l’ensemble des polarisations est faite
10L’inte´grale sur la couronne correspond a` ∆θLISA sin θLISA avec ∆θLISA = 90
◦/22
11Le changement de repe`re s’effectue par une double rotation.
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en conside´rant deux ondes pour chaque direction du ciel, une polarise´e + et l’autre × 12.
Dans le calcul de la re´ponse gravitationnelle par la moyenne sur les simulations des 44
sources, la puissance totale du signal TDI est ponde´re´e du poids associe´ a` la direction. Il
faut une simulation par onde pour e´viter que les ondes interfe´rent.
θLISA φLISA β λ poids
2,045455 65,454544 29,133143 182,130125 2, 548427× 10−3
6,136364 130,909088 33,900900 185,585559 7, 632294× 10−3
10,227273 196,363647 39,761446 176,268954 1, 267727× 10−2
14,318182 261,818176 30,994031 163,407587 1, 765764× 10−2
18,409091 327,272736 14,142722 169,859022 2, 254804× 10−2
22,500000 32,727295 10,552535 192,148943 2, 732353× 10−2
26,590909 98,181824 30,151006 210,822780 3, 195979× 10−2
30,681818 163,636353 58,650929 196,041162 3, 643320× 10−2
34,772727 229,090942 47,235862 140,594457 4, 072094× 10−2
38,863636 294,545471 9,414893 144,650733 4, 480118× 10−2
42,954545 0,000000 -12,954545 180,000000 4, 865313× 10−2
47,045455 65,454590 4,439310 221,894281 5, 225715× 10−2
51,136364 130,909119 49,053569 243,886607 5, 559488× 10−2
55,227273 196,363647 75,401781 113,336434 5, 864931× 10−2
59,318182 261,818237 21,169583 114,095711 6, 140487× 10−2
63,409091 327,272705 -25,320183 147,667238 6, 384753× 10−2
67,500000 32,727295 -28,799610 214,749479 6, 596484× 10−2
71,590909 98,181885 15,952592 257,630007 6, 774601× 10−2
75,681818 163,636353 68,246527 312,560318 6, 918196× 10−2
79,772727 229,090942 40,307628 70,237508 7, 026538× 10−2
83,863636 294,545532 -17,713176 108,299072 7, 099073× 10−2
87,954545 0,000000 -57,954545 180,000000 7, 135434× 10−2
Tab. 3.4: Tableau des positions des 22 sources utilise´es pour reproduire une onde gravitation-
nelle isotropiquement distribue´e.
Cette proce´dure ne´cessite, pour chaque courbe de sensibilite´, un grand nombre de
simulations : 44 simulations fois le nombre de fre´quences a` e´tudier pour la re´ponse gra-
vitationnelle, plus 1000 simulations pour la re´ponse aux bruits, soit un total d’environ
10000 simulations pour l’e´tude de 200 fre´quences, comme c’est couramment le cas. Ces
calculs ont e´te´ re´alise´s au CCIN2P3 a` Lyon, le centre de calcul de l’IN2P3.
En fait, nous avons aussi utilise´ aussi une autre me´thode en utilisant des ondes gra-
vitationnelles mode´lise´es comme un bruit blanc pour chaque composante h+ ou h× (type
GWSto) au lieu d’une onde monochromatique pour chaque fre´quence et en les re´partissant
sur l’ensemble du ciel.
12 Pour chaque direction, on effectue une simulation avec une onde d’amplitude hS,+ = 1 et hS,× = 0
et une autre avec hS,+ = 0 et hS,× = 1
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3.4.2.2 Validation de LISACode
Une e´tape pre´liminaire avant l’utilisation de cette proce´dure sur des cas re´alistes, est la
reproduction de la courbe de sensibilite´ standard pour la configuration simplifie´e du calcul
analytique (cf. sous-section 2.5.8), de fac¸on a` ve´rifier le fonctionnement de LISACode.
Cette configuration conside`re une formation de LISA fixe, sans flexing ni effet Sagnac,
une connaissance parfaite des retards dans l’application de TDI, aucun bruit laser puisque
son e´limination est suppose´e parfaite et donc l’utilisation de TDI premie`re ge´ne´ration.
Les simulations pour e´tablir la sensibilite´ avec LISACode utilisent cette configuration a`
la seule diffe´rence que le bruit laser est inclu, ce qui permet de prendre en compte un
e´ventuel bruit re´siduel. Sur la figure 3.6, on observe que les re´sultats de LISACode sont
parfaitement en accord avec ceux du calcul analytique. Ce re´sultat valide le simulateur
LISACode.
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Fig. 3.6: Comparaison entre la courbe de sensibilite´ classique du calcul semi-analytique pour
le ge´ne´rateur TDI de premie`re ge´ne´ration, X1st, (ligne rouge) et celle obtenue avec LISACode
pour la meˆme configuration (carre´s bleus). La courbe semi-analytique est la meˆme que celle de
la figure 2.17. Les points divergents ne sont pas significatifs puisqu’il n’y a pas de de´tection pour
ces valeurs comme on l’explique dans le texte.
Si on regarde attentivement la sensibilite´ donne´e par LISACode sur la figure 3.6, on
constate qu’il y a trois points divergents pour les fre´quences a` 30, 60 et 90 millihertz.
Ces fre´quences, qui sont des multiples de la fre´quence d’un bras fL/2, correspondent aux
minima des re´ponses aux ondes gravitationnelles et aux bruits dont il est question dans les
sous-sections 2.5.6 et 2.5.7. La sensibilite´ a` ces fre´quences re´sulte d’un rapport entre deux
valeurs nulles qui est mathe´matiquement de´fini mais pas nume´riquement, ce qui explique
les divergences. Ces valeurs de sensibilite´ n’ont de toutes fac¸ons aucun inte´reˆt physique,
puisqu’il n’y aucune de´tection pour ces fre´quences.
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3.4.3 Efficacite´ de TDI pour une configuration re´aliste
Jusqu’ici la courbe de sensibilite´ a toujours e´te´ pre´sente´e pour une configuration sim-
plifie´e de LISA, de´crite dans les sous-sections 2.5.7 et 2.5.8. LISACode permet d’obtenir
cette courbe pour une configuration tre`s proche de la re´alite´ du de´tecteur, a` savoir que
tous les effets de perturbations sont pris en compte dans l’orbitographie, que tous les
bruits sont conside´re´s y compris les bruits laser, ainsi que tous les points de´ja` pre´sente´s
qui font de LISACode un simulateur re´aliste. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la
figure 3.7.
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Fig. 3.7: Courbes de sensibilite´ pour les ge´ne´rateursTDI Michelson X1.5th de ge´ne´ration 1.5
(croix rouge) et X2nd de seconde ge´ne´ration dans le cas d’une configuration re´aliste du de´tecteur
LISA (rond noir). A titre de comparaison la courbe de sensibilite´ de X1st Michelson de premie`re
ge´ne´ration dans le cas d’une configuration simplifie´e ou` LISA est fixe, est repre´sente´e par les
carre´s bleus (courbe de la figure 3.6) ; Les points divergents sur la courbe de X2nd sont de la
meˆme nature que ceux de la figure 3.6.
Cette figure 3.7 pre´sente les sensibilite´s des ge´ne´rateurs Michelson de ge´ne´ration 1.5,
X1.5th, et de seconde ge´ne´ration, X2nd. Dans la configuration re´aliste, le flexing des orbites
est pre´sent. Les ge´ne´rateurs de ge´ne´ration 1.5 ne prennent pas en compte le flexing pour
l’e´limination des bruits laser, contrairement aux ge´ne´rateurs de seconde ge´ne´ration. On
observe donc que la sensibilite´ de X1.5th est de´grade´e par la remonte´e du bruit laser. Par
contre, la sensibilite´ de X2nd est similaire a` celle du ge´ne´rateur de premie`re ge´ne´ration
avec la configuration simplifie´e qui a e´galement e´te´ repre´sente´e a` titre de comparaison.
Ne´anmoins, on constate une petite diffe´rence dans la zone entre 2 et 5 millihertz (cf. sous-
section 3.4.1). Dans cette zone, le bruit laser re´siduel est au niveau des bruits secondaires
et provoque une le´ge`re remonte´e de la sensibilite´.
Il peut sembler surprenant que la courbe de sensibilite´ deX2nd soit quasiment identique
a` celle deX1st puisque dans la sous-section 2.5.10, l’approximation analytique de la re´ponse
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aux bruits (2.133) n’e´tait pas plate a` basse fre´quence mais proportionnelle a` l’inverse de
la fre´quence au carre´. En fait la re´ponse gravitationnelle est elle aussi diffe´rente entre les
ge´ne´rations 1 et 2. Les diffe´rences entre les deux re´ponses se compensent et les courbes
de sensibilite´ sont donc identiques. Une autre particularite´ de la seconde ge´ne´ration est
qu’elle pre´sente deux fois plus de minima que la premie`re. C’est pourquoi les de´viations
visibles sur la figure 3.7 sont aux fre´quences multiples de fL/4 soit 15, 30, 45, ... mHz.
Cette e´tude re´alise´e avec LISACode a donc permis de montrer que les sensibilite´s de la
seconde ge´ne´ration des ge´ne´rateurs TDI, utilise´s avec une configuration re´aliste, sont tre`s
proches de celles des ge´ne´rateurs de premie`re ge´ne´ration avec un configuration simplifie´e.
Sur des donne´es re´alistes les ge´ne´rateurs de ge´ne´ration 1 et 1.5 n’e´liminent pas le bruit
laser au niveau requis, contrairement a` la seconde ge´ne´ration TDI. Ce sont ces ge´ne´rateurs
TDI de seconde ge´ne´ration qui devront eˆtre applique´s sur les vrais donne´es de LISA.
3.4.4 Impact des bruits
Dans une configuration re´aliste de LISA, la seconde ge´ne´ration de TDI est indispen-
sable et permet d’obtenir une sensibilite´ en accord avec les exigences de LISA. L’influence
de chaque bruit sur cette sensibilite´ est expose´e sur la figure 3.8.
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Fig. 3.8: Impact des diffe´rents types de bruit sur la courbe de sensibilite´ de LISA. Les + bleus
correspondent aux bruits laser seuls, les × vertes aux bruits des masses inertielles, les carre´s
rouges aux bruits de chemin optique et les ronds noirs a` tous les bruits a` la fois (meˆme courbe
que celle de la figure 3.7). Les points divergents sont de la meˆme nature que ceux de la figure 3.6.
La figure 3.8 pre´sente les courbes de sensibilite´ de la deuxie`me ge´ne´ration de TDI
dans diffe´rentes configurations re´alistes qui conside`re un seul type de bruits chacune. On
retrouve a` basse fre´quence une domination des bruits des masses inertielles et a` haute
fre´quence une domination des bruits de chemin optique comprenant notamment le shot
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noise. Les bruits laser re´siduels sont en-dessous des autres bruits sur quasiment tout le
domaine en fre´quences, ce qui prouvent l’efficacite´ et la ne´cessite´ de la deuxie`me ge´ne´ration
TDI. Ne´anmoins dans la zone entre 2 et 5 mHz, le bruit laser, apre`s re´duction par TDI,
est au niveau des autres bruits et influe sur la sensibilite´ en provoquant la le´ge`re remonte´e
visible sur la figure 3.7.
3.4.5 Impre´cision dans la connaissance des temps de parcours
Les e´tudes de sensibilite´ pre´sente´es pre´ce´demment conside´raient une configuration re´a-
liste de LISA et une application de TDI utilisant les valeurs exactes des temps de parcours
dans les ope´rateurs de retards. En re´alite´, ces temps ne seront pas parfaitement connus
car les orbites re´elles ne seront pas rigoureusement celles pre´sente´es dans la section 2.2,
en raison des perturbations induites par les autres corps du syste`me solaire, de l’impre´ci-
sion des conditions initiales, ... . Pour solutionner ce proble`me, des syste`mes de mesures
de ces temps de parcours sont a` l’e´tude mais dans tous les cas, il existera toujours une
certaine impre´cision. Il est donc ne´cessaire de de´finir des limites tole´rables a` ces erreurs,
qui garantissent toujours une re´duction suffisante des bruits lasers.
Pour mener cette e´tude, on ajoute une erreur ∆Lerreur sur les temps de parcours utilise´s
dans TDI :
LTDI
c
=
Lexact
c
+∆Lerreur (3.28)
Cette erreur est la meˆme pour tous les temps de parcours et est constante dans le temps
(simple offset). L’ajout de cette erreur est imple´mente´ dans LISACode, comme on l’a
mentionne´ dans la sous-section 3.3.11. L’impre´cision des ope´rateurs de retards induite
par cette erreur a pour conse´quence une de´gradation de l’efficacite´ de la re´duction du
bruit laser par TDI et donc une de´gradation de la sensibilite´ de LISA bien visible sur la
figure 3.9.
Cette figure compare la courbe de sensibilite´ utilisant les temps de parcours exacts,
soit ∆Lerreur = 0, a` celle obtenue avec une erreur sur ces temps de ∆Lerreur = 0, 5 µsec
et a` celle obtenue avec une erreur de ∆Lerreur = 1 µsec. Pour les fre´quences supe´rieures a`
2 milliHertz, on observe une de´gradation de la sensibilite´ d’un facteur 1,2 avec une erreur
de 0, 5 µsec et d’un facteur presque 2 avec une erreur de 1 µsec.
En conclusion, l’erreur maximale sur la connaissance des temps de parcours est donc de
plus ou moins 0, 5 µsec, soit une pre´cision sur la connaissance de la distance inter-satellite
de plus ou moins 150 me`tres. Outre des me´thodes purement techniques pour ”mesurer”
le bruit laser, rappelons toutefois qu’une me´thode base´e sur l’utilisation de TDI, nomme´e
TDIRanging [78], a e´te´ discute´e dans la sous-section 2.5.11.
3.4.6 Modification de la longueur nominale des bras
Une autre e´tude a e´te´ mene´e au sujet des longueurs de bras mais, cette fois, ce n’est
plus la variation de longueur qui est conside´re´e mais la longueur nominale. En effet, il est
actuellement question dans la communaute´ LISA de re´duire e´ventuellement la longueur
des bras de 5 millions de kilome`tres a` 2 millions de kilome`tres dans l’objectif de re´duire
le couˆt de la mission. Mais cette re´duction aurait des conse´quences sur les capacite´s
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Fig. 3.9: Courbes de sensibilite´ du ge´ne´rateur X2nd pour diffe´rentes erreurs sur les retards
utilise´s dans TDI : les ronds noirs correspondent a` l’application de TDI avec les retards exacts
(meˆme courbe que celle de la figure 3.7), les + rouge a` une erreur de 0,5 micro-secondes et les
× bleus a` une erreur d’une micro-seconde.
scientifiques de LISA qu’il est ne´cessaire d’e´valuer. LISACode permet de re´aliser cette
e´valuation dans une configuration re´aliste par des calculs de sensibilite´ pre´sente´s sur la
figure 3.10.
Cette figure compare la courbe de sensibilite´ correspondant a` une longueur nominale
de bras de 2 millions de kilome`tres, a` celle correspondant a` une longueur de 5 millions de
kilome`tres de´ja` pre´sente´e. Ces deux courbes correspondent au ge´ne´rateur TDI Michelson
seconde ge´ne´ration X2nd applique´ sur des signaux de mesures pour une configuration
re´aliste de LISA. On observe une remonte´e globale de la sensibilite´ d’un facteur 2 pour
des fre´quences infe´rieures a` 10 milliHertz. Une configuration de LISA avec des bras d’une
longueur nominale de 2 millions de kilome`tres est donc moins sensible dans les basses
fre´quences qu’une configuration avec une longueur nominale de bras de 5 millions de
kilome`tres.
Une telle configuration est donc moins adapte´e a` la de´tection des EMRIs et des binaires
galactiques si on se re´fe`re aux contraintes impose´es par ces sources sur la sensibilite´ de
LISA (cf. sous-section 1.4.1.4 et graphique de droite de la figure 1.3).
3.4.7 Conse´quences de la perte de liens laser
L’e´ventuelle re´duction des bras de LISA est motive´e par des contraintes budge´taires.
D’autres questions sont souleve´es par ces meˆmes contraintes budge´taires dont l’une des
plus importantes est : doit-on garantir le fonctionnement de tous les liens et sur quelle
dure´e ? En effet, le fait de garantir le fonctionnement des six liens lasers pendant toute la
dure´e de la mission entraˆıne un couˆt assez important car, pour garantir ce fonctionnement,
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Fig. 3.10: Courbes de sensibilite´ du ge´ne´rateur X2nd pour deux configurations de LISA dont
la longueur des bras nominale est de 2 millions de kilome`tres pour l’une (croix rouges) et de 5
millions de kilome`tres pour l’autre (ronds noirs) qui est la meˆme courbe que celle de figures 3.7.
les syste`mes doivent eˆtre extreˆmement teste´s, disposer de nombreux syste`mes de controˆle,
eˆtre double´s, etc. Les agences et les services techniques font donc des propositions du type :
les 6 liens laser sont assure´s pendant quelques mois, puis on accepte de ne fonctionner
qu’avec 4 liens le reste du temps, etc. Pour pouvoir en partie re´pondre a` la question pose´e,
il faut donc pouvoir estimer les conse´quences scientifiques d’un fonctionnement de LISA
avec seulement une partie des liens.
Dans la sous-section 2.5.3 sur l’interpre´tation ge´ome´trique des ge´ne´rateurs TDI, on a
vu que certains ge´ne´rateurs TDI n’utilisent qu’une partie des liens lasers, donc si un lien
est perdu, il est tout de meˆme possible d’appliquer la me´thode TDI mais en n’utilisant
pas tous les ge´ne´rateurs, ce qui restreint conside´rablement le nombre de flux de donne´es
TDI possibles. Par exemple si le lien laser e´mis par le satellite 2 et rec¸u par le satellite 3
ne fonctionne plus, les ge´ne´rateurs TDI applicables sont parmi les ge´ne´rateurs courants :
Michelson X, Beacon R,Monitor F et Relay W ; et ceux qui ne sont pas applicables sont :
Michelson Y et Z, Beacon P et Q, Monitor E et G, et Relay U et V . Si on supprime
un autre lien, un seul ou aucun de tous ces ge´ne´rateurs est applicable13. En effet, il y a
15 possibilite´s pour supprimer 2 liens sur 6 mais seulement 12 ge´ne´rateurs courants qui
ne ne´cessitent que 4 liens ; donc pour 3 de ces possibilite´s aucun de ces ge´ne´rateurs n’est
applicables 14. De 12 ge´ne´rateurs applicables pour une configuration a` 6 liens, on passe a`
4 pour une configuration a` 5 liens et a` 1 seul pour une configuration a` 4 liens. En dessous
de 4 liens, il ne semble plus possible d’appliquer TDI, avec les ge´ne´rateurs habituels en
13Si le deuxie`me lien supprime´ est par exemple le lien du satellite 1 vers le satellite 3, alors seul Beacon
R est applicable
14Cela n’exclut pas la possibilite´ que d’autres ge´ne´rateurs qui n’ont pas e´te´ e´tudie´s ici puissent eˆtre
applique´s.
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tout cas.
Dans la communaute´ LISA, les ge´ne´rateurs qui sont conside´re´s la plupart du temps,
sont les ge´ne´rateurs TDI Michelson (X, Y , Z) et c’est principalement eux qui ont e´te´
e´tudie´s. Mais s’il y a une perte de liens laser, l’utilisation de ces trois ge´ne´rateurs simul-
tane´ment n’est plus possible et l’utilisation d’un des trois n’est pas non plus garantie.
C’est pourquoi il est ne´cessaire d’e´tudier les autres ge´ne´rateurs, Beacon, Relay et Moni-
tor qui s’ave`rent tre`s utiles en cas de perte de liens et peuvent meˆme eˆtre, dans certains
cas, les seuls ge´ne´rateurs applicables. La figure 3.11 pre´sente les courbes de sensibilite´ des
ge´ne´rateurs de seconde ge´ne´ration Beacon P2nd et Relay U2nd.
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Fig. 3.11: Courbes de sensibilite´ des ge´ne´rateurs de deuxie`me ge´ne´ration Michelson X2nd,
Beacon P2nd et Relay U2nd pour une configuration re´aliste de LISA.
On observe sur cette figure 3.11 que les sensibilite´s des trois ge´ne´rateurs de seconde
ge´ne´ration sont similaires a` basse fre´quence. En revanche, elles diffe`rent dans le domaine
de fre´quence centrale de LISA, c’est-a`-dire entre 10−3 Hz et 2 × 10−2 Hz. Dans ce do-
maine, la sensibilite´ de P2nd est supe´rieure a` celle des autres ge´ne´rateurs, ce qui e´tait
pre´visible puisque cet effet est de´ja` pre´sent sur les courbes de sensibilite´ analytiques de
la figure 2.17. Par contre, la sensibilite´ du ge´ne´rateur Relay U2nd est au meˆme niveau que
celle du ge´ne´rateur Michelson X2nd, ce qui n’e´tait pas le cas sur les courbes de sensibilite´
analytiques. Cela s’explique par une re´duction plus efficace du bruit laser par U2nd que par
X2nd. Ainsi la sensibilite´ de X2nd remonte au niveau de celle de U2nd. Les graphiques de la
figure 3.12 comparent la sensibilite´ semi-analytique de la premie`re ge´ne´ration de TDI a`
la sensibilite´ de la seconde ge´ne´ration de TDI pour les ge´ne´rateurs Beacon P et Relay U .
La figure 3.7 donne la comparaison e´quivalente pour le ge´ne´rateur Michelson. On observe
que la sensibilite´ de U2nd est plus proche de la sensibilite´ analytique du ge´ne´rateur de
premie`re ge´ne´ration e´quivalent que la sensibilite´ de X2nd et celle de P2nd. U2nd re´duit donc
plus efficacement le bruit laser que X2nd et P2nd, ce qui explique qu’il soit au niveau de
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Fig. 3.12: Comparaison entre la courbe de sensibilite´ (repre´sente´e par des ronds noirs) obte-
nue pour un ge´ne´rateur TDI de deuxie`me ge´ne´ration avec une configuration re´aliste de LISA
en mouvement, et la courbe analytique (repre´sente´e par un trait plein rouge) du ge´ne´rateur
e´quivalent de premie`re ge´ne´ration pour une configuration simplifie´e (courbe de la figure 2.17)
pour les ge´ne´rateurs Beacon P2nd et P1st sur le graphique de gauche et Relay U2nd et U1st sur
le graphique de droite.
X2nd sur la figure 3.11.
La perte de liens a e´galement des conse´quences en ce qui concerne l’utilisation de
plusieurs flux TDI. On a de´ja` vu que ce sont les ge´ne´rateurs TDI Michelson (X, Y , Z) qui
sont les plus fre´quemment utilise´s. Du point de vue du signal gravitationnel, seuls deux de
ces ge´ne´rateurs sont inde´pendants, le troisie`me apportant une redondance. D’autre part,
les bruits dans ces 3 ge´ne´rateurs sont corre´le´s. Pour obtenir des flux de donne´es de´corre´le´s
en bruit, on recombine X, Y , Z pour obtenir les flux AXY Z , EXY Z et TXY Z de´finis par :
AXY Z =
2X − Y − Z
3
(3.29)
EXY Z =
Y − Z√
3
(3.30)
TXY Z = −
√
2
3
(X + Y + Z) (3.31)
Avec tous les liens, il est donc possible de former deux flux de donne´es inde´pendants.
S’il n’y a que 5 ou 4 liens, un seul de ces deux flux peut eˆtre forme´ ce qui re´duit d’un
facteur l’espace de donne´es utilisables pour l’analyse. Une e´tude plus pousse´e, prenant
en conside´ration l’analyse, est ne´cessaire pour de´terminer les informations scientifiques
perdues.
3.4.8 Exigence sur le bruit laser obtenue graˆce a` LISACode
A plusieurs reprises, il est apparu que le bruit laser re´siduel apre`s application de TDI
deuxie`me ge´ne´ration est au niveau des bruits secondaires dans une zone entre 2 mHz et
5 mHz. Il a alors une influence visible sur la sensibilite´ des diffe´rents ge´ne´rateurs TDI
dans cette zone (cf. figures 3.7 et 3.12 et commentaires associe´s dans le texte). La DSP
du bruit laser re´siduel e´tant directement proportionnelle a` la DSP du bruit laser, c’est ce
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dernier qui de´termine le niveau du re´sidu. Jusqu’a` pre´sent le bruit laser est mode´lise´ par
un bruit blanc a` 10−13 Hz−1/2 (cf. sous-section 2.3.1) soit 30 Hz/
√
Hz puisque c’est la
valeur spe´cifie´e dans les rapports techniques de LISA. Mais cette contrainte sur le bruit
laser estime´e par un calcul relativement approximatif (cf. rapport [37]), et occasionnant
un re´sidu perceptible sur la sensibilite´, peut eˆtre re´e´value´e en utilisant LISACode.
La seule contrainte que l’on conside`re est que la DSP du bruit laser re´siduel requis
Slaser, req.TDI (f) soit infe´rieure a` celle des bruits secondaires S
MI+OPN
TDI (f), soit :
Slaser, req.TDI (f) = κ S
MI+OPN
TDI (f) (3.32)
ou` κ ∈ [0, 1] est le rapport entre le bruit laser re´siduel et les bruits secondaires. Si κ = 1,
le niveau de bruit est double´ par la pre´sence du bruit laser puisque la DSP du bruit total
dans les donne´es TDI , STDI(f) , s’exprime comme :
STDI(f) = (1 + κ) S
MI+OPN
TDI (f) (3.33)
La courbe de sensibilite´ de X2nd, obtenue pour une valeur κ de 0.1, est pre´sente´e sur la
figure 3.13. On observe que, dans la zone critique, la sensibilite´ est e´videmment meilleure
que celle utilisant un bruit laser standard. Elle est tre`s proche de la sensibilite´ analytique,
mais l’e´cart entre les deux, qui est duˆ au bruit laser re´siduel, est encore perceptible, ce
qui montre qu’une valeur de 0.1 pour κ n’est pas exage´re´ment petite.
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Fig. 3.13: Courbe de sensibilite´ de X2nd pour une configuration incluant un bruit laser dont
la DSP est κ = 0.1 fois celle des bruits secondaires, repre´sente´e par des carre´s bleus. Cette
courbe est celle obtenue en utilisant un bruit laser dont les exigences sont de´finies en utilisant
LISACode. A titre de comparaison, les ronds noirs repre´sentent la courbe de sensibilite´ de X2nd
incluant un bruit laser standard, enfin le trait plein rouge repre´sente la courbe semi-analytique
du ge´nerateur X1st Michelson de premie`re ge´ne´ration.
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D’autre part la DSP du bruit laser re´siduel SlaserTDI (f) est proportionnelle a` celle du
bruit laser Slaser(f), soit :
SlaserTDI (f) = RTDI(f) S
laser(f) (3.34)
ou` RTDI(f) est le facteur de re´duction de TDI en fonction de la fre´quence. Ce facteur
ne de´pendant pas de SlaserTDI (f), il est de´termine´ a` partir le re´sidu S
laser, sim.
TDI (f) d’une
simulation ne conside´rant que le bruit laser mode´lise´ par un bruit blanc a` Slaser, sim. =
10−26 Hz−1. L’exigence sur le bruit laser Slaser, req(f) se calcule alors par :
Slaser, req(f) =
Slaser, req.TDI (f)
RTDI(f)
= κ
SMI+OPNTDI (f)
Slaser, sim.TDI (f)
Slaser, sim. (3.35)
Les valeurs de SMI+OPNTDI (f) et de S
laser, sim.
TDI (f) sont obtenus a` partir des simulations
re´alise´es pour les courbes de la figure 3.8. La courbe de´crivant les exigences sur le bruit
laser en fonction de la fre´quence est repre´sente´e sur la figure 3.14.
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Fig. 3.14: Exigence sur le bruit laser. Les croix rouges repre´sentent l’exigence sur le bruit laser
obtenue en utilisant LISACode. La ligne verte horizontale verte repre´sente le bruit laser mode´lise´
par un bruit blanc et utilise´ dans la plupart des simulations pre´sente´es. Enfin la courbe en trait
plein bleu repre´sente les spe´cifications de´taille´es issues du rapport technique sur LISA [37].
On constate que les exigences obtenues par LISACode avec une valeur de κ e´gale a`
0.1 vont au-dela` du bruit laser mode´lise´ comme un bruit blanc standard. Elles se situent
au niveau des exigences plus complexes fixe´es par les rapports techniques (cf. formula-
tion 2.13). Donc pour e´liminer la remonte´e de sensibilite´ due au bruit laser, il faudrait
utiliser une mode´lisation conforme aux exigences telle que la formulation 2.13 du rapport
technique. L’exigence ici de´termine´e concerne le bruit laser apre`s stabilisation par l’en-
semble des syste`mes pre´vus a` cet effet, c’est-a`-dire d’une part les syste`mes de stabilisation
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internes tels que l’asservissement sur une cavite´ ou sur une raie mole´culaire, et d’autre
part l’asservissement sur les longueurs de bras, l’arm-locking [68] [77].
LISACode permet donc de pre´ciser les spe´cifications techniques sur le bruit laser.
Ce simulateur a, par ailleurs, permis de montrer l’efficacite´ de TDI seconde ge´ne´ration,
d’e´valuer les limites des erreurs possibles sur la connaissance des temps de parcours,
d’e´valuer l’impact d’un changement de longueur des bras, etc. Il reste encore de nombreux
points sur lesquels LISACode peut apporter un nouveau point de vue, tels que l’influence
des USOs, le test de ge´ne´rateurs TDI plus exotiques, etc. On voit donc bien tout l’apport
de LISACode pour l’ame´lioration de la compre´hension technologique du de´tecteur LISA.
3.5 Re´sultats scientifiques
Nous aborderons ici la partie plus “scientifique” qui concerne la mode´lisation, par
LISACode, de la re´ponse de LISA a` une large gamme d’ondes gravitationnelles. Cette
mode´lisation fournit des flux de donne´es re´alistes pour l’analyse de donne´es dont il sera
question dans le chapitre suivant, mais elle permet aussi d’e´tudier l’influence de certaines
ondes particulie`res telles que les fonds.
Dans cette section, on commencera par exposer l’influence du fond galactique calcule´
en utilisant LISACode, puis on pre´sentera l’e´tude du fond stochastique et enfin les re´sultats
pour des sources isole´es.
3.5.1 Fond des binaires Galactiques
Le fond galactique pre´sente´ dans la sous-section 1.4.4.1 est forme´ par la somme des
ondes gravitationnelles e´mises par les binaires de naines blanches de la Galaxie. En effet,
la fre´quence de ces ondes est dans le domaine de LISA mais leurs amplitudes sont trop
faibles pour qu’elles soient de´tectables inde´pendamment. Par contre, on estime a` plusieurs
dizaines de millions le nombre de binaires, donc la somme des ondes issues de toutes ces
sources forme un fond. Le niveau de celui-ci varie avec une pe´riode d’un an puisque
la distribution de ce fond n’est pas isotrope mais centre´e sur le centre galactique. En
supposant que ce fond soit stationnaire, la modulation de ce fond n’est du qu’a` la rotation
de LISA.
Des estimations faites dans diffe´rents articles [48], [17], [65] , [14] et [71] et dans le
rapport [52] pre´voient que ce fond soit bien visible par LISA, a` tel point qu’il formerait un
bruit vis-a`-vis des autres sources. Il est donc indispensable de le mode´liser dans LISACode
si l’on souhaite obtenir des signaux re´alistes. Cela est loin d’eˆtre trivial car le nombre de
sources a` prendre en compte est colossal et il est donc impossible de les mettre simplement
comme sources d’ondes gravitationnelles dans la configuration de la simulation. La solution
repose sur le module Fond de LISACode (cf. sous-section 3.3.3) qui permet d’inclure le
signal gravitationnel induit par le fond Galactique pour chaque bras, directement au niveau
des phaseme`tres. Ainsi, pour effectuer une simulation rapide incluant le fond Galactique,
il suffit de spe´cifier un fichier contenant les signaux gravitationnels pre´alablement calcule´s.
Cependant tout le proble`me reste dans le calcul de ce fichier. La suite de cette sous-section
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exposera donc diffe´rentes techniques employe´es pour calculer ces signaux gravitationnels.
3.5.1.1 Ge´ne´ration des sources
La premie`re e´tape est la ge´ne´ration des sources qui consituent ce fond. Les parame`tres
de l’ensemble des sources de la Galaxie e´tant bien e´videmment inconnus, il est seulement
possible de les estimer a` partir d’extrapolations base´es sur des processus physiques et des
observations (cf. articles [88], [48], [17] et [65]).
Les binaires du fond galactique e´mettent des ondes gravitationnelles de faible puissance
puisque ce sont des syste`mes forme´s de naines blanches, dont la masse est de l’ordre de
grandeur de la masse solaire. De plus, ces syste`mes ont une phase spiralante peu prononce´e
puisqu’ils fusionnent rapidement du fait de la taille importante des naines. Il est donc tout
a` fait raisonnable de conside´rer ces binaires comme monochromatiques.
Les parame`tres de ces sources monochromatiques sont fournis par un programme de
tirages ale´atoires dans des distributions, e´crit par Tania Regimbau, et base´s sur les articles
[88], [14] et [14]. Ce processus de ge´ne´ration se divise en deux grandes e´tapes. La premie`re
est la ge´ne´ration des parame`tres intrinse`ques de la source :
1. On tire une variable ale´atoire u dans une distribution.
2. A cette valeur de u correspondent deux masses m1(u) et m2(u), une pe´riode a` la
coalescence Pc et un intervalle [P0,min(u), P0,max(u)] dans lequel on tire la pe´riode
orbitale P0. Cette correspondance qui caracte´rise comple`tement le choix des para-
me`tres intrinse`ques de la binaire est issue de l’article [88]. Elle est repre´sente´e sur
les graphiques de la figure 3.15.
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Fig. 3.15: Le graphique de gauche pre´sente la masse des deux corps formant la binaire en
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pe´riode initiale, entre les courbes en tirets et la pe´riode a` la coalescence. Ces courbes sont issues
de l’article [88].
3. On calcule le temps de coalescence en inversant la formule suivante reliant la pe´riode
au temps [14] :
P (t) =
(
P 8/3 − 8
3
k0t
)3/8
avec k0 =
96
5
(2π)8/3
G5/3m1m2
c5(m1 +m2)
1/3
(3.36)
142 3. Simulation de LISA : LISACode
4. On tire un temps t entre 0 et le temps de coalescence, qui repre´sente le moment de
la vie de la binaire puis on calcule la pe´riode P correspondante par la formule (3.36).
5. Enfin la phase initiale est tire´e uniforme´ment entre 0 et 2π.
La seconde e´tape est la ge´ne´ration des parame`tres extrinse`ques, c’est-a`-dire ceux de la
position de la binaire dans l’espace. Les deux angles d’orientation, l’inclinaison et la po-
larisation, sont tire´s de manie`re uniforme. La localisation de la source est tire´e dans un
re´fe´rentiel cylindrique centre´ sur la Galaxie. Pour respecter la forme de la Galaxie, le rayon
R et l’altitude z sont tire´s dans des distributions exponentielles15.Un changement de repe`re
permet ensuite d’obtenir cette position dans le re´fe´rentiel e´cliptique (ou barycentrique).
En utilisant ce processus, les 30 millions de sources a` l’origine de ce fond Galac-
tique sont ge´ne´re´es. On obtient les distributions spatiales de la figure 1.6 pre´sente´e a` la
sous-section 1.4.4.1 du chapitre 1. Les distributions en fre´quences et en amplitudes sont
pre´sente´es sur la figure 3.16. Les fre´quences des binaires du fond Galactique sont dans le
domaine basse fre´quence de LISA avec un maximum de sources autour de 10−4 Hz. Les
amplitudes de leurs composantes de polarisation sont faibles, ce qui explique pourquoi ces
sources ne sont pas de´tectables inde´pendamment.
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Fig. 3.16: Distributions des 30 millions de binaires Galactique, en fre´quence sur le graphique
de gauche et en amplitude sur celui de droite avec la composante de polarisation + en trait plein
rouge et celle de polarisation × en t bleu.
3.5.1.2 Calcul direct des signaux gravitationnels induits
Pour obtenir les valeurs exactes des signaux gravitationnels correspondant au fond
Galactique mode´lise´, il est ne´cessaire d’effectuer un calcul complet en utilisant LISACode
associe´ a` une puissance de calcul importante. Plusieurs aspects ont motive´ ce calcul. D’une
part, les signaux gravitationnels re´sultants de´pendent uniquement de la distribution des
15Ces distributions sont une mode´lisation tre`s simplifie´e de la Galaxie. Les valeurs du rayon R et de
l’altitude z sont tire´es a` partir de trois variables v1, v2, v3 ∈ [0, 1[ en utilisant l’inverse des fonctions de
distribution, soit
R(v1) = −R0 ln(1− v1) et z(v) = −signe(v3) z0 ln(1− v2) (3.37)
avec R0 = 2.5 kpc , z0 = 0.09 kpc et signe(v) qui vaut -1 si v < 0.5 et 1 sinon.
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binaires du fond et de l’orbitographie de LISA. Ces deux aspects e´tant fixe´s, le calcul n’a
besoin d’eˆtre re´alise´ qu’une seule fois ; le fichier re´sultant sera ensuite utilise´ par LISACode
sans ne´cessite´ de nouveau calcul. D’autre part, le re´sultat du calcul exact donne une
re´fe´rence a` comparer aux re´sultats des me´thodes simplifie´es et rapides pour e´valuer leur
degre´ d’exactitude.
Le calcul exact utilise l’exe´cutable DnonGW de LISACode (cf. sous-section 3.3.11), qui
calcule uniquement le signal gravitationnel induit sur chaque lien laser par un ensemble
d’ondes gravitationnelles. Cependant, il est impossible de conside´rer les 30 millions de
sources dans une seule simulation en raison de limitations technologiques des ordinateurs.
On utilise alors le fait que les signaux de re´ponses aux sources sont additifs pour re´par-
tir le calcul sur plusieurs simulations. Chaque simulation calcule les signaux induits par
3000 sources du fond Galactique sur un an et les fichiers de re´sultats de l’ensemble des
simulations sont ensuite somme´s. Il faut donc effectuer 10000 simulations de ce type pour
simuler la re´ponse de la totalite´ du fond.
Ce calcul tre`s lourd a e´te´ effectue´ au CCIN2P3. L’automatisation de la mise en place
des simulations, de leur gestion et de la sommation des re´sultats est assez complexe.
Chaque simulation durant environ 5 heures, il a fallu 2 semaines sur 100 a` 200 ordinateurs
simultane´ment pour effectuer la totalite´ du calcul.
Les re´sultats de ce calcul sont utilise´s comme seule source dans une simulation de
LISACode pour obtenir le signal de TDI Michelson deuxie`me ge´ne´ration X2nd au fond
Galactique de naines blanches. La figure 3.17 repre´sente le plan temps-fre´quence du signal
de X2nd. On constate que ce fond ce situe essentiellement entre 1 et 10 millihertz. ce qui ne
semble pas cohe´rent avec la distribution en fre´quence de la figure 3.16. Cet effet s’explique
par la mauvaise sensibilite´ de LISA a` basse fre´quence. On observe que ce fond pre´sente
deux maxima autour de 7 × 106 s et de 23 × 106 s, c’est-a`-dire a` la fin du troisie`me et
du neuvie`me mois. Il pre´sente e´galement deux minima autour de 0 s et de 16 × 106 s,
c’est-a`-dire au de´but de l’anne´e et au de´but du sixie`me mois.
3.5.1.3 Une estimation rapide du fond Galactique
Une autre me´thode simplifie´e qui permet d’avoir une moyenne de la re´ponse de LISA
au fond Galactique a e´te´ de´veloppe´. Elle permet de re´duire conside´rablement les temps
de calcul, au prix de la disparition de certaines fluctuations. Par contre, elle permet de
tester rapidement les formes de diffe´rents mode`les de fond.
Cette me´thode conside`re un de´coupage d’une anne´e en un nombre Npart de feneˆtres de
meˆme dure´e, e´gale a` Tpart = Tan/Npart. Ce de´coupage permet de conside´rer une position
fixe de LISA sur chaque feneˆtre puisque le mouvement de LISA est relativement lent. Dans
l’espace de Fourier, cette feneˆtre correspond a` un domaine en fre´quence e´chantillonne´ avec
un pas en fre´quence de 1/Tpart, entre 0 et 1/(2∆Tmesure), ou` ∆Tmesure le pas de temps de
mesure. Chaque binaire monochromatique est associe´e a` un intervalle en fre´quence. Dans
l’espace de Fourier, le calcul du signal gravitationnel induit par l’ensemble des sources
sur chaque bras est alors une somme des signaux gravitationnels de toutes les sources
associe´es a` l’intervalle conside´re´. Le signal gravitationnel de chaque source est calcule´
par l’expression (1.152) a` partir de la position du bras, de la direction de la source,
des amplitudes des composantes de polarisation et de la phase initiale. Une fois ce calcul
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Fig. 3.17: Repre´sentation temps-fre´quence du signal du ge´ne´rateur TDI Michelson de deuxie`me
ge´ne´ration X2nd obtenu pour une configuration sans bruit avec des orbites re´alistes de LISA et
comme seule source le fond Galactique issu du calcul exact. Ce plan temps-fre´quence a e´te´ calcule´
par la transformation en ondelettes base´e sur l’ondelette de Morlet.
effectue´ pour toutes les sources de tous les intervalles, la se´rie temporelle associe´e a` chaque
feneˆtre est obtenue par transforme´e de Fourier inverse. Enfin les se´ries sont recombine´es
pour former la se´rie temporelle du signal gravitationnel induit par le fond sur chaque lien
laser.
Cependant, il faut bien voir que ce n’est pas une me´thode exacte car elle fait l’approxi-
mation d’une position de LISA fixe par morceau, ce qui entraˆıne une le´ge`re erreur. Pour
minimiser cette erreur, on est tente´ de conside´rer un de´coupage plus fin. Mais cela` amplifie
alors une autre impre´cision de cette me´thode, a` savoir la discre´tisation en fre´quence. En
effet, les sources sont re´parties selon leur fre´quence dans des intervalles de la transforme´e
de Fourier de chaque feneˆtre. Du fait de la dure´e Tpart des feneˆtres, l’espace entre deux
intervalles est 1/Tpart. Cette espacement est toujours pre´sent dans la se´rie temporelle fi-
nale. La transforme´e de Fourier de cette se´rie dont les intervalles en fre´quence sont espace´s
de 1/Tan, pre´sente alors une structure en peigne c’est-a`-dire que le signal gravitationnel
induit par le fond est localise´ dans des pics re´gulie`rement espace´s de 1/Tpart. Pour re´duire
cet effet, il faut conside´rer des dure´es de feneˆtre plus importantes, soit un nombre de
feneˆtres plus grand, ce qui augmente l’erreur due a` la position fixe de LISA. La dure´e de
compromis utilise´e est d’environ 4 jours avec 192 feneˆtres qui se recouvrent par moitie´
(overlap).
Les re´sultats de la me´thode par transforme´e de Fourier sont compare´s aux re´sultats
exactes sur la figure 3.18. Cette figure repre´sente la DSP de la re´ponse X2nd au fond
Galactique issu des deux me´thodes de calcul. On observe que le niveau des DSP est le
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meˆme quelque soit la me´thode mais qu’il y a une discre´tisation en fre´quence importante
pour la me´thode approximative passant par l’espace de Fourier. Cependant, les e´volutions
temporelles sont similaires, ce qui signifie que la me´thode approximative donne des re´sul-
tats corrects. Malgre´ les impre´cisions que l’on a e´voque´, cette me´thode permet d’obtenir
une estimation rapide (environ 5 heures de calcul sur PPC16) et relativement pre´cise des
signaux gravitationnels induits par le fond Galactique. Elle permet une approche rapide
de toutes les modifications, que ce soit au niveau de la distribution des sources, que de la
ge´ome´trie de LISA.
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Fig. 3.18: DSP du signal de X2nd pour des simulations re´alistes, mais sans bruit, et avec,
comme seule source, le fond Galactique de 30 millions de binaires, calcule´ de manie`re exacte sur
le graphique de gauche et calcule´ par la me´thode approximative utilisant l’espace de Fourier sur
le graphique de droite.
3.5.1.4 Conse´quences sur la sensibilite´ et la re´ponse aux bruits
LISACode a la capacite´ d’effectuer des simulations incluant exactement une mode´lisa-
tion du fond Galactique. Cela permet d’e´valuer l’influence de ce fond dans des simulations
re´alistes en le conside´rant d’une part comme une source a` de´tecter et d’autre part comme
un bruit via-a`-vis des autres sources.
Pour e´valuer efficacement l’influence du fond Galactique, il est ne´cessaire d’e´tudier
inde´pendamment diffe´rents moments de l’anne´e. C’est pourquoi on effectue plusieurs si-
mulations sur des dure´es d’une semaine. Par la suite, on pre´sentera uniquement la semaine
13/52 ou` l’orientation de LISA donne la re´ponse au fond la plus forte, et la semaine 1/52
ou` l’orientation de LISA donne la re´ponse au fond la moins forte.
La figure 3.19 repre´sente les DSP du ge´ne´rateurX2nd pour des simulations incluant tous
les bruits avec le fond Galactique d’une part et sans le fond d’autre part. On constate que
meˆme quand LISA est dans la position la moins favorable a` sa de´tection, le fond domine
largement les autres bruits en dessous de 10 milli-hertz, puisqu’il varie entre un et deux
ordres de grandeur au-dessus des bruits du de´tecteur. Les DSP pre´sente´es sur la figure 3.19
re´sultent de la moyenne des DSP d’un grand nombre de simulations identiques. On rappelle
que cette ope´ration, utilise´e pour la re´alisation des courbes de sensibilite´, vise a` e´liminer
16Power PC Mac G5 2 x 2.7 GHz 64 bits 8 Go de RAM
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les fluctuations statistiques dues aux bruits par une multiplication des re´alisations. Cette
e´limination des fluctuations est d’ailleurs bien visible sur la courbe ou` seuls les bruits sont
conside´re´s. Cependant les courbes de sensibilite´ incluant le fond Galactique pre´sentent
toujours des fluctuations malgre´ cette ope´ration. Cet effet est duˆ au fait que toutes les
simulations conside`rent la meˆme mode´lisation du fond avec une distribution donne´e des
sources en fre´quence. D’apre`s cette e´tude, il semble donc plus que probable que LISA
de´tectera le fond Galactique de binaires de naines blanches.
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Fig. 3.19: Repre´sentation des DSP de X2nd obtenues par des simulations sur une semaine avec
les bruits seuls (courbe noir), avec les bruits plus le fond Galactique a` son minimum, c’est-a`-dire
pour la semaine 1/52 (courbe rouge) et avec les bruits plus le fond Galactique a` son maximum,
c’est-a`-dire pour la semaine 13/52 (courbe bleue). Les fluctuations sont dues au fond galactique
puisque celles dues aux bruits sont e´limine´es par la moyenne sur un grand nombre de re´alisations.
Le fond Galactique pre´sent sur un large domaine en fre´quence dans les signaux de
LISA peut eˆtre, non plus vu comme une source a` de´tecter, mais comme un bruit qui va
geˆner la de´tection d’autres sources. On calcule alors la sensibilite´ de LISA en incluant le
fond Galactique comme un bruit, c’est-a`-dire qu’on utilise la re´ponse globale au fond et
aux bruits du de´tecteur (DSP de la figure 3.19), au lieu de la seule re´ponse aux bruits du
de´tecteur. La figure 3.20 repre´sente les courbes de sensibilite´ obtenues pour les semaines ou`
la re´ponse de LISA au fond est maximale et minimale. Etant donne´ qu’a` basse fre´quence
la courbe de sensibilite´ n’est de´crite que par une trentaine de points, on effectue un lissage
de la DSP des bruits avant le calcul de la sensibilite´.
On constate que le fond Galactique de´grade comple`tement la sensibilite´ de LISA a`
basse fre´quence, plus exactement en dessous d’une dizaine de milli-hertz. Par exemple,
elle est re´duite d’un facteur variant entre 10 et 20 a` 3 milli-hertz et variant entre 3 et 8 a`
0.3 milli-hertz, ce qui est conside´rable.
De nombreuses sources sont donc masque´es par le fond Galactique, comme par exemple
les EMRIs. Il est donc indispensable de le prendre en compte dans la simulation des
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Fig. 3.20: Courbes de sensibilite´ de X2nd obtenues par des simulations avec les bruits seuls
(ronds noirs), avec les bruits plus le fond Galactique a` son minimum c’est-a`-dire pour la semaine
1/52 (croix rouges), et avec les bruits plus le fond Galactique a` son maximum c’est-a`-dire pour la
semaine 13/52. Le fond Galactique (carre´s bleus). Pour limiter les fluctuations du fond Galactique
(cf. figure 3.19), on a effectue´ un lissage sur 40 points en fre´quence.
donne´es et surtout dans leur analyse. Une des particularite´s importantes de la re´ponse
de LISA a` ce fond, qui la diffe´rencie de celle des bruits expe´rimentaux, est qu’elle n’est
pas stationnaire mais quasi-pe´riodique sur l’anne´e. En effet, la mode´lisation pre´sente´e ici
est strictement pe´riodique sur l’anne´e puisque les binaires sont monochromatiques, mais
dans la re´alite´ ces binaires spiralent tre`s lentement et peuvent meˆme coalescer, ce qui
implique une tre`s le´ge`re variation du fond d’une anne´e sur l’autre. Les re´sultats pre´sente´s
ici correspondent a` une mode´lisation assez simple. Il sera ne´cessaire de la faire e´voluer
pour tenir compte, avec une plus grande pre´cision, de la nature du fond Galactique.
3.5.2 Fond stochastique
En dehors du fond Galactique, il existe un fond, dit stochastique, qui conside`re l’en-
semble des fonds en dehors de la Galaxie. Ce fond pre´sente´ dans la sous-section 1.4.4.2, a
une origine double, puisqu’il conside`re a` la fois le fond extra-galactique forme´ des ondes
gravitationnelles issues de sources standards localise´es a` l’exte´rieur de notre Galaxie, et
le fond cosmologique compose´ des ondes ge´ne´re´es lors de la formation et de l’e´volution de
l’Univers.
Ce fond e´tant tre`s mal connu aujourd’hui, il est encore difficile de faire un choix parmi
la diversite´ des mode`les propose´s par la communaute´ des the´oriciens et des cosmologistes.
A l’heure actuelle, la solution envisage´e par le Mock Lisa Data Challenge pour e´tudier ce
fond est d’e´valuer les parame`tres d’une mode´lisation simplifie´e permettant sa de´tection par
LISA. Cette e´tude est base´e sur l’utilisation conjointe de LISACode et de SyntheticLISA.
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La mode´lisation simplifie´e utilise la formule 1.71 avec une valeur constante du parame`tre
ΩGW . Le fond stochastique est alors de´crit par un bruit dont la DSP est proportionnelle a`
1/f3. Pour ce faire, LISACode utilise la classe GWSto pre´sente´e dans la sous-section 3.3.1.
Il faut alors e´valuer la valeur de ΩGW a` partir de laquelle le fond stochastique est visible.
3.5.3 Re´sultats pour des sources isole´es
En dehors des diffe´rents fonds, LISACode est bien e´videmment capable de mode´liser
les ondes gravitationnelles issues de diffe´rents types de sources localise´es, de fac¸on a` les
inclure dans des simulations. Les formes d’onde utilise´es pour ces mode´lisations ont e´te´
pre´sente´es dans la section 1.5. On rappelle que les sources localise´es pour lesquelles LISA
est un de´tecteur adapte´ sont les binaires dont les deux corps sont de masses similaires et
les EMRIs.
Les signaux fournis par LISA contiennent les re´ponses des liens aux ondes gravita-
tionnelles auxquelles s’ajoutent les bruits du de´tecteur. Cependant les signaux utilisables
sont ceux obtenus apre`s application des ge´ne´rateurs de la me´thode TDI qui complexifie la
forme du signal et devra donc eˆtre conside´re´e dans l’analyse. Il est donc inte´ressant d’e´tu-
dier inde´pendamment chaque type de source avant de conside´rer l’ensemble des sources
simultane´ment.
3.5.3.1 Signal pour une binaire de trous super-massifs
Les binaires de faible rapport de masses se divisent en deux cate´gories selon leur
masse. Celles de masse standard e´mettent des ondes ge´ne´ralement de´crites comme des
ondes monochromatiques car elles sont loin de leur coalescence lorsqu’elles e´mettent dans
la bande de fre´quence de LISA. L’autre cate´gorie concerne les binaires forme´es de deux
trous noirs super-massifs qui sont plus complexes du point de vue de la mode´lisation
puisqu’elles spiralent et coalescent dans le domaine de fre´quence de LISA. Ce sont les
ondes e´mises par ces binaires super-massives et la re´ponse de LISA a` ces ondes qui nous
inte´resseront dans la suite.
Les ondes gravitationnelles e´mises par ces binaires sont mode´lise´es dans LISACode
en utilisant l’approximation Post-Newtonienne a` 1 PN ou a` 2.5 PN pre´sente´e dans la
sous-section 1.5.2. Cette mode´lisation de´crit uniquement l’onde e´mise pendant la phase
spiralante de la binaire. La forme de l’onde a` la coalescence est encore tre`s mal connue
aujourd’hui et n’est pas de´crite analytiquement. Elle n’est donc pas conside´re´e dans LISA-
Code et seule la phase spiralante est prise en compte graˆce a` la classe GWNewton2 (cf. sous-
section 3.3.1). La figure 3.21 repre´sente les plans temps-fre´quence (cf. sous-section 4.4.1)
du signal du ge´ne´rteur X pour des configurations re´alistes de LISA avec et sans bruit, et
ou` l’unique source est une binaire de trous noirs super-massifs.
Sur la repre´sentation sans bruit, on observe les diffe´rentes harmoniques inclues dans
la description Post-Newtonienne de l’onde gravitationnelle. Ces harmoniques sont celles
de la figure 1.10 du chapitre 1 qui repre´sentait une composante de polarisation de l’onde
issue de la meˆme source. La position des harmoniques dans le plan temps-fre´quence est
inchange´e mais leurs amplitudes sont diffe´rentes. En effet, on constate que l’amplitude de
ces harmoniques n’e´volue pas de fac¸on re´gulie`re, mais pre´sente des minima et des maxima.
3.5. Re´sultats scientifiques 149
Fig. 3.21: Repre´sentations des plans temps-frequence obtenus par la transformation en onde-
lettes de Morlet du signal de X1.5st dans une configuration re´aliste sans bruit a` gauche et avec
bruit a` droite. La seule source conside´re´e est un syste`me binaire typique TNSM-TNSM (masses
mA = 2.316 × 106M⊙ et mB = 1.77 × 106M⊙, inclinaison i = 97.7◦, temps de coalescence
Tcoal = 4.447 × 107 et distance r = 1.534 × 106kpc ). Cette source est identique a` celle de la
figure 1.10. .
Cet effet est duˆ au mouvement de LISA qui voit la direction de la source sous diffe´rentes
orientations. La re´ponse a` l’onde de´pendant de cette orientation, le signal gravitationnel
est module´ en amplitude. Cet effet, qui ne de´pend pas de la source, apparaˆıt simultane´ment
sur toutes les harmoniques. LISA induit un autre effet, nettement moins visible, qui est
l’e´volution de l’amplitude de l’harmonique selon sa fre´quence. Cet effet est duˆ au fait que
la re´ponse de LISA et de TDI de´pendent de la fre´quence.
Sur la repre´sentation de droite de la figure 3.21, ou` le bruit du de´tecteur est pris en
compte, seule l’harmonique 2 est visible. L’amplitude des autres e´tant plusieurs ordres
de grandeur en dessous de l’amplitude de l’harmonique 2, elles sont toutes noye´es dans
le bruit. Ne´anmoins, si la source est extreˆmement puissante, ces harmoniques secondaires
peuvent eˆtre visibles et apporter des informations sur la source. Mais dans la plupart des
cas, seule l’harmonique 2 sera utilisable pour l’analyse.
3.5.3.2 Signal pour une EMRIs
Les autres sources privile´gie´es pour LISA sont les EMRIs pre´sente´es dans la sous-
section 1.4.3. Les ondes gravitationnelles e´mises par ce type de sources sont complexes
(cf. sous-section 1.5.3) et sont mode´lise´es par le programme externe CodeEMRI, dont le
fichier de sortie est lu par LISACode graˆce a` la classe GWFile (cf. sous-section 3.3.1).
Comme pour les binaires super-massives, il est inte´ressant d’e´tudier la re´ponse de LISA
associe´e a` TDI pour en de´gager les grandes caracte´ristiques.
Sur les deux repre´sentations temps-fre´quence de la figure 3.22, on observe de nombreux
chirps croissants qui e´voluent paralle`lement. Ils sont caracte´ristiques des ondes e´mises par
les EMRIs, qui posse`dent plusieurs fre´quences fondamentales et de nombreuses harmo-
niques. Tous ces chirps sont d’amplitudes similaires et les rapports entre ces amplitudes
varient au cours du temps du fait meˆme de l’EMRI. Sur la repre´sentation temps-fre´quence
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Fig. 3.22: Repre´sentations des plans temps-frequence obtenus par la transformation en on-
delettes de Morlet du signal de X2nd dans une configuration re´aliste sans bruit a` gauche et
avec bruit a` droite. La seule source conside´re´e est une EMRI dont les parame`tres sont : masses
mA = 10× 106M⊙ et mB = 106M⊙, spin du trou noir S = 0.8, orientation du spin cos θS = 0.38
et φS = 198
◦, distance r = 100Mpc, temps initial t0 = 0, position initiale φ0 = γ0 = α0 = 0,
fre´quence initiale ν0 = 0.0135, excentricite´ e0 = 0.4, temps final tend = 2× 103 s.
ou` le bruit est aussi conside´re´, on observe plusieurs harmoniques, ce qui diffe`re du cas des
binaires TNSM-TNSM (cf. figure 1.10 de droite). La source conside´re´e ici est place´e a` 100
Mpc du syste`me solaire et semble tout a` fait de´tectable, ce qui laisse penser que LISA
verra des EMRIs17 puisque il y a potentiellement des EMRIs au niveau du trou noir de la
Voie Lacte´e c’est-a`-dire a` moins d’une dizaine de kiloparsecs.
Comme pour les binaires TNSM-TNSM, on observe une e´volution d’amplitude simi-
laire pour les diffe´rents chirps avec les meˆmes extrema. Cet effet est, la` aussi, duˆ au
mouvement de LISA.
Par contre les fre´quences auxquelles se situent les EMRIs sont au niveau du maximum
du fond Galactique qui masquera donc probablement bon nombre de ces sources. Il semble
donc ne´cessaire d’e´liminer le fond Galactique pour e´tudier les EMRIs qui sont un sujet
d’e´tude complexe, aussi bien du point de vue de leur nature que de leur analyse.
3.5.3.3 Conclusion ge´ne´rale pour les sources localise´es : modulation d’ampli-
tude
Bien que les re´sultats pre´sente´s correspondent a` des sources de diffe´rentes natures, ils
comportent tous la meˆme caracte´ristique induite par le mouvement de LISA qui est la
modulation d’amplitude. Cette modulation, toujours pre´sente18, de´pend essentiellement
de la direction de la source et c’est en se basant sur cette constatation que la me´thode
d’analyse pre´sente´e dans le chapitre suivant a e´te´ mise en place.
17Typiquement, on estime que les EMRIs sont de´tectable jusqu’a` un horizon de 1 Gpc.
18Mais a` laquelle peut s’ajouter une modulation d’amplitude propre a` la source
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Chapitre 4
Analyse de donne´es
L’analyse de donne´es est un enjeu important du projet LISA car il est indispensable
que la communaute´ scientifique de LISA de´montre sa capacite´ a` extraire les informations
physiques des donne´es du de´tecteur par la mise en place de me´thodes d’analyse spe´cifiques.
Dans ce chapitre, on exposera une me´thode d’analyse base´e sur l’e´tude de la mo-
dulation d’amplitude du signal pour l’estimation de la position de la source de l’onde
gravitationnelle. Par une e´tude ge´ne´rale, on de´gagera le principe de cette me´thode puis
on exposera les de´veloppements qui fournissent une formulation analytique de la modu-
lation d’amplitude. Ensuite, on exposera l’application de cette me´thode dans le cas d’une
source monochromatique et enfin dans le cas d’une binaire de trous noirs super-massifs.
4.1 Ge´ne´ralite´s
Rappelons que les donne´es utilisables pour l’analyse sont les combinaisons TDI dans
lesquelles le bruit est fortement re´duit. Le lien entre variables TDI et signaux gravita-
tionnels n’e´tant pas direct, l’extraction des informations est loin d’eˆtre simple.
Contrairement aux de´tecteurs terrestres, LISA verra un grand nombre de sources si-
multane´ment. Au niveau de l’analyse se pose alors le proble`me de la se´paration de ces
sources, d’en de´tecter une en ayant pris en compte les autres, d’e´liminer le fond galactique,
etc ...
La pre´paration de l’analyse de donne´es de LISA est donc un proble`me complexe qui
peut notamment eˆtre guide´ par l’e´tude empirique de donne´es simule´es.
4.1.1 Supports d’analyse
De fac¸on a` tester les me´thodes d’analyse, il est ne´cessaire de disposer de jeux de
donne´es pseudo-re´alistes. Ces jeux peuvent eˆtre ge´ne´re´s soit par LISACode, soit issus du
Mock LISA Data Challenge auquel LISACode participe.
4.1.1.1 LISACode
LISACode est un simulateur scientifique de la mission LISA, qui vient d’eˆtre de´crit en
de´tails dans le chapitre 3. C’est un outil efficace pour l’analyse de donne´es car il permet de
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ge´ne´rer diffe´rents types de donne´es en maˆıtrisant de fac¸on pre´cise les parame`tres d’entre´e :
parame`tres des sources, parame`tres des bruits, orbites, e´chantillonage des processus et
des mesures et ge´ne´rateurs TDI utilise´s. Il est donc possible de fixer tout un jeu de
parame`tres en n’en laissant seulement que quelques uns de libres. LISACode permet donc
d’e´tudier un proble`me cible´ et de tester l’analyse sur un point pre´cis. D’autre part, il
peut e´galement ge´ne´rer des donne´es quasi-re´alistes afin d’effectuer une analyse proche des
conditions re´elles.
4.1.1.2 Le Mock LISA Data Challenge
En vue de coordonner les efforts des diffe´rents groupes travaillant sur l’analyse des
donne´es de LISA, la communaute´ LISA a mis en place le Mock LISA Data Challenge
(MLDC ). Ce MLDC est forme´ d’un ensemble de fichiers de donne´es contenant un jeu
variable de sources d’ondes gravitationnelles et de bruits. Ces fichiers sont ordonne´s par
difficulte´s croisantes : des fichiers contenant un seul type de sources a` ceux contenant l’en-
semble des sources connues possibles, qui constituent alors des donne´es pseudo-re´alistes.
Ils sont ge´ne´re´s par trois simulateurs, dont LISACode. Plus d’informations a` ce sujet sont
disponibles dans les articles [4], [3] et [5], et sur le site web [56].
4.1.2 Estimation empirique du contenu informationnel du signal
En observant les signaux TDI dans des cas simples, on peut commencer a` extraire
quelques ide´es sur les effets possibles des diffe´rents parame`tres des sources gravitation-
nelles.
Une premie`re e´tude consiste a` visualiser les signaux TDI Michelson X, Y , Z (cf. sous-
section 2.5 et 2.5.10) sans bruit ne contenant qu’une seule source monochromatique. Sur les
se´ries temporelles correspondant a` ces signaux, comme par exemple celles de la figure 4.1,
on observe une modulation d’amplitude du signal avec des minima et des maxima bien
visibles.
En changeant uniquement la position de la source, on constate un changement im-
portant dans la modulation. En effet, dans la formulation de la re´ponse d’un bras au
passage d’une onde gravitationnelle (cf. eq. (1.153)) intervient le produit scalaire entre le
vecteur normal du bras et la direction de propagation de l’onde. Cette re´ponse de´pend
donc fortement de la position de la source. Dans le cas d’une onde gravitationnelle visible
pendant plusieurs mois, le de´tecteur LISA bouge pendant cette pe´riode et voit ainsi l’onde
sous diffe´rents angles, ce qui revient a` disposer plusieurs antennes dirige´es diffe´remment.
Ainsi lorsque les trois satellites de LISA parcourent leurs orbites, la re´ponse de chacun
des bras a` une onde gravitationnelle varie, ce qui explique la modulation d’amplitude du
signal TDI, qui n’est qu’une composition de ces re´ponses. Puisque chacune des re´ponses
de´pend fortement de la position de la source, la forme de la modulation nous renseigne sur
celle-ci. Cet effet de modulation d’amplitude est pre´sent quelque soit le type de sources,
comme on a de´ja` pu le constater dans la sous-section 3.5.3.
D’autre part, la nature de la source influence e´videmment l’amplitude et la fre´quence
du signal. L’amplitude globale de´pend a` la fois des masses mises en jeu et de la distance
entre la source et le de´tecteur. La fre´quence et son e´volution renseignent e´galement sur
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Fig. 4.1: Evolutions temporelles des signaux TDI X, Y et Z pour deux ondes monochroma-
tiques sans bruit sur un an (deux colonnes). La seule diffe´rence entre ces deux ondes est la
position de la source. Celle a` l’origine des signaux de gauche est (β = 27◦, λ = 298◦) et celle a`
l’origine des signaux de droite (β = 40◦, λ = 228◦). Les parame`tres communs aux deux sources
sont l’angle de polarisation (ψ = 228◦), la fre´quence (f = 0, 00092 Hz), l’amplitude de h+ (
h+,0 = 3, 5× 10−21 ) et de h× (h×,0 = 3× 10−21 ) et la phase sur h+ ( φ+,0 = 4, 2104 rd) et sur
h× ( φ×,0 = 5, 781211 rd).
les masses mais aussi sur le temps de coalescence, dans le cas d’une binaire spiralante.
Bien que le signal de´pende de parame`tres intrinse`ques a` la source, il n’empeˆche que la
modulation d’amplitude est dans tous les cas fortement lie´e a` la position de la source.
4.2 Formulation de la modulation d’amplitude (en-
veloppe)
C’est de la modulation d’amplitude des signaux TDI que la position de la source peut
eˆtre extraite. Il faut, pour ce faire, de´velopper des formules analytiques dans lesquelles
cette position apparaˆıt explicitement. L’objectif sera ensuite de minimiser cette fonction
sur l’amplitude extraite du signal.
On de´veloppera donc ici une formulation de la modulation d’amplitude, e´tablie en
collaboration avec Jean-Yves Vinet du laboratoire ARTEMIS (OCA). Dans un premier
temps, ces formules ont e´te´ e´crite pour une onde gravitationnelle de fre´quence et d’am-
plitude fixes puis elles ont e´te´ e´largies au cas d’une onde gravitationnelle de fre´quence et
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d’amplitude lentement variable (binaire spiralante par exemple). Les facteurs de modula-
tion d’amplitude sont identiques dans les deux de´veloppements, restreint et e´largi.
4.2.1 De´veloppement du signal TDI en fonction de facteurs de
modulation
Le de´veloppement de la modulation d’amplitude est fait dans le re´fe´rentiel observa-
teur (RO) de´fini dans la sous-section 1.6.2.2. La position de la source −→w est de´finie en
coordonne´es e´cliptiques par (β , λ) et la direction de propagation de l’onde
−→
k l’est par
la colatitude et la longitude (θ, φ) selon la formulation (1.119). Les vecteurs
−→
θ et
−→
φ qui
comple`tent le re´fe´rentiel observateur, sont de´finis par (1.120) et (1.121).
L’ide´e est ici de simplifier l’expression du signal TDI sous certaines hypothe`ses.
La re´ponse gravitationnelle sur un bras correspond a` l’expression (1.153). Les conven-
tions de nume´rotation des bras et des bancs optiques sont donne´es par la figure 2.2. La
re´ponse des phaseme`tres si des bancs optiques dans le sens direct (1→ 2→ 3), OBi, est :
sOGi (t) =
δν
ν0
∣∣∣∣OG
i
(t) =
1
2
(
1−−→k .−→n i+2
) [Hi+2 (t−−→k .−→r i)−Hi+2 (t−−→k .−→r i+1 − Li+2)]
(4.1)
Pour simplifier les notations, on a pose´ c = 1. La re´ponse des phaseme`tres si′ des bancs
optiques dans le sens indirect (1→ 3→ 2), OBi′ , est :
s′OGi (t) =
δν
ν0
∣∣∣∣OG
i′
(t) =
1
2
(
1 +
−→
k .−→n i+1
) [Hi+1 (t−−→k .−→r i)−Hi+1 (t−−→k .−→r i+2 − Li+1)]
(4.2)
La position d’un satellite peut eˆtre de´compose´e en utilisant le barycentre de LISA :
−→r i = −→r 0 +−→x i (4.3)
ou` −→r 0 est le vecteur pointant du Soleil jusqu’au barycentre de LISA et −→x i est la position
du satellite i par rapport a` ce barycentre.
Hypothe`se 4.2.1 On se place dans l’approximation basse fre´quence (f << 10mHz) 1 :
2πfL << 1
Puisque l’on peut conside´rer que
−→
k .−→x i ≪ −→k .−→r 0 et que Li ≪ −→k .−→r 0 et qu’on se place
dans le cas de l’hypothe`se 4.2.1, le de´veloppement au premier ordre de H est :
Hi+2
(
t−−→k .−→r i
)
= Hi+2
(
t−−→k .−→r 0 −−→k .−→x i
)
= Hi+2
(
t−−→k .−→r 0
)
−−→k .−→x i × H˙i+2
(
t−−→k .−→r 0
)
+O
((−→
k .−→x i
)2)
1 f << 1
2piL ∼ 12pi17s ∼ 9× 10−3Hz
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Donc :
Hi+2
(
t−−→k .−→r i
)
−Hi+2
(
t−−→k .−→r i+1 − Li+2
)
≃ −−→k .−→x i × H˙i+2
(
t−−→k .−→r 0
)
+
(−→
k .−→x i+1 + Li+2
)
H˙i+2
(
t−−→k .−→r 0
)
≃ H˙i+2
(
t−−→k .−→r 0
) [−→
k . (−→x i+1 −−→x i) + Li+2
]
≃ H˙i+2
(
t−−→k .−→r 0
)
Li+2
[−→
k .−→n i+2 + 1
]
L’expression (4.1) peut alors eˆtre approxime´e par :
sOGi (t) ≃
Li+2
2
H˙i+2
(
t−−→k .−→r 0
)
(4.4)
De la meˆme manie`re, (4.2) peut alors eˆtre approxime´e par :
sOGi′ (t) ≃
Li+1
2
H˙i+1
(
t−−→k .−→r 0
)
(4.5)
Les signaux utilise´s dans l’analyse sont les signaux TDI Michelson X, Y , et Z. L’ex-
pression du ge´ne´rateur X1.5st de ge´ne´ration1.5 est donne´e par (2.121). Cette expression
peut se re´e´crire :
X1.5st = (D2′D2 − 1) s1 + (1−D3D3′)D2′s3 + (1−D3D3′) s1′ + (D2′D2 − 1)D3s2′
= (D2′D2 − 1) (s1 +D3s2′) + (1−D3D3′) (D2′s3 + s1′) (4.6)
Hypothe`se 4.2.2 On conside`re toutes les longueurs de bras e´gales, soit L ≈ L1 ≈ L2 ≈
L3 ≈ L1′ ≈ L2′ ≈ L3′
Sous l’hypothe`se 4.2.2, l’e´quation (4.6) devient :
X ≃ (D2 − 1) (s1 +Ds2′) + (1−D2) (Ds3 + s1′)
≃ (1−D2) (−s1 +Ds3 + s1′ −Ds2′) (4.7)
Si on conside`re l’hypothe`se 4.2.1 (basse fre´quence), on a Dsi ≃ si, ce qui nous donne :
X ≃ (1−D2) (−s1 + s3 + s1′ − s2′) (4.8)
Les expressions de Y et Z sont obtenues par permutation circulaire des indices. On rem-
place dans l’expression (4.8), la re´ponse des phaseme`tres (4.4) et (4.5), pour obtenir :
X(t) ≃ L (1−D2) [H˙2 (t−−→k .−→r 0)− H˙3 (t−−→k .−→r 0)] (4.9)
Hi de´pend des deux composantes de polarisation de l’onde gravitationnelle hB+ et hB× et
des fonctions directionnelles ξ+,i(t) = ξ+(
−→
θ ,
−→
φ ,−→ni(t)) et ξ×,i(t) = ξ×,i(−→θ ,−→φ ,−→ni(t)) selon
l’e´quation (1.126). L’expression de X en fonction de ces parame`tres est :
X(t) ≃ L (1−D2)
[
h˙B+
(
t−−→k .−→r 0
)
(ξ+,2(t)− ξ+,3(t))
+h˙B×
(
t−−→k .−→r 0
)
(ξ×,2(t)− ξ×,3(t))
]
(4.10)
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On de´finit les facteurs de modulation d’amplitude Fi,+ (θ, φ, t) et Fi,× (θ, φ, t) a` partir
de fonctions directionnelles :
Fi,+ (θ, φ, t) = ξ+,i+2(t)− ξ+,i+1(t) = ξ+(−→θ ,−→φ ,−→n i+2(t))− ξ+(−→θ ,−→φ ,−→n i+1(t))
(4.11)
Fi,× (θ, φ, t) = ξ×,i+2(t)− ξ×,i+1(t) = ξ×(−→θ ,−→φ ,−→n i+2(t))− ξ×(−→θ ,−→φ ,−→n i+1(t))
(4.12)
L’expression approxime´e du ge´ne´rateur TDI Michelson Xi en fonction des facteurs de
modulation d’amplitude est alors :
Xi(θ, φ, t) ≃ −L
(
1−D2) [h˙B+ (t−−→k .−→r 0)Fi,+ (θ, φ, t) + h˙B× (t−−→k .−→r 0)Fi,× (θ, φ, t)]
(4.13)
On a ici ge´ne´ralise´ l’expression aux trois ge´ne´rateursMichelson possibles que sontX1 ≡ X,
X2 ≡ Y et X3 ≡ Z .
4.2.2 De´veloppement des facteurs de modulation en fonction
des orbites
Dans l’expression des ξ+,i et ξ×,i intervient le vecteur unitaire de chaque bras
−→n i. Pour
obtenir l’expression analytique de ces vecteurs, il faut de´velopper et approximer les orbites
des satellites de LISA. Celles-ci sont de´crites dans la section 2.2.
On sait que le parame`tre α = L/2R ∼ 1/60, l’inclinaison ǫ et l’excentricite´ e sont
petits devant 1. On peut donc approximer au premier ordre :
ǫ ≃ α , e ≃ α√
3
(4.14)
De la meˆme manie`re, l’expression de l’anomalie excentrique (2.9) devient :
Ei = Φi + e sinΦi (4.15)
ou` Φi(t) est de´fini par (2.10). En conside´rant ces approximations, il est possible de re´e´crire
certains termes de la trajectoire (2.11) :
(cosEi − e) cos ǫ ≃ cosΦi − sinΦi sin (e sinΦi)− e
≃ cosΦi − 3e
2
+
e
2
cos 2Φi
√
1− e2 sinEi ≃ sinΦi + e cosΦi sinΦi
≃ sinΦi + e
2
sin 2Φi
(cosEi − e) sin ǫ ≃
(
cosΦi − 3e
2
+
e
2
cos 2Φi
)√
3e
≃ cosΦi
√
3e
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L’approximation au premier ordre en excentricite´ e des coordonne´es de la trajectoire du
satellite i (e´quations (2.11)), est alors :
−→r i =

xi(t) = R
[(
cosΦi − 3e2 + e2 cos 2Φi
)
cosΦrot,i −
(
sinΦi +
e
2
sin 2Φi
)
sinΦrot,i
]
yi(t) = R
[(
cosΦi − 3e2 + e2 cos 2Φi
)
sinΦrot,i +
(
sinΦi +
e
2
sin 2Φi
)
cosΦrot,i
]
zi(t) = −R cosΦi
√
3e
(4.16)
ou` Φrot,i et Φi sont respectivement de´finis par (2.9) et (2.10). Ces expressions peuvent se
re´e´crire :
−→r i =

xi(t) = R cos (Φi + Φrot,i) +
R e
2
[cos (2Φi + Φrot,i)− 3 cosΦrot,i]
yi(t) = R sin (Φi + Φrot,i) +
R e
2
[sin (2Φi + Φrot,i)− 3 sinΦrot,i]
zi(t) = −R cosΦi
√
3e
(4.17)
Or d’apre`s les expressions (2.9) et (2.10), on a :
ΦT (t) =
2π
T
t = Φi + Φrot,i (4.18)
donc la trajectoire du satellite i peut finalement s’e´crire :
−→r i = −→r 0 + 2 e R −→u i (4.19)
ou` −→r 0 correspond a` la position du barycentre de LISA, soit :
−→r 0 =
 R cosΦT (t)R sinΦT (t)
0
 (4.20)
et −→u i correspond au vecteur unitaire repe´rant la position d’un satellite par rapport a` ce
barycentre, soit :
−→u i(t) = 1
4
 cos (2ΦT (t)− Φrot,i)− 3 cosΦrot,isin (2ΦT (t)− Φrot,i)− 3 sinΦrot,i
−2√3 cos (ΦT (t)− Φrot,i)
 (4.21)
Les expressions des vecteurs unitaires de bras, −→n i, s’e´crivent a` partir des −→u i comme :
−→n i(t) =
−→u i+1 −−→u i+2
‖−→u i+1 −−→u i+2‖ (4.22)
On montre que :
−→u i+1 −−→u i+2 =

−1
2
sin
(
Φrot,i+2−Φrot,i+1
2
) [
sin
(
2ΦT (t)− Φrot,i+2+Φrot,i+12
)
+ 3 sin
(
Φrot,i+2+Φrot,i+1
2
)]
1
2
sin
(
Φrot,i+2−Φrot,i+1
2
) [
cos
(
2ΦT (t)− Φrot,i+2+Φrot,i+12
)
+ 3 cos
(
Φrot,i+2+Φrot,i+1
2
)]
√
3 sin
(
Φrot,i+2−Φrot,i+1
2
)
sin
(
ΦT (t)− Φrot,i+2−Φrot,i+12
)
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Or d’apre`s (2.10), on a Φrot,i+2 + Φrot,i+1 =
2pi
3
(2i + 1)− 2Φrot et Φrot,i+2 − Φrot,i+1 = 2pi3 ,
donc :
−→u i+1 −−→u i+2 =

−
√
3
4
[
sin
(
2ΦT (t)− pi3 (2i+ 1) + Φrot
)
+ 3 sin
(
pi
3
(2i+ 1)− Φrot
)]
√
3
4
[
cos
(
2ΦT (t)− pi3 (2i+ 1) + Φrot
)
+ 3 cos
(
pi
3
(2i+ 1)− Φrot
)]
3
2
sin
(
ΦT (t)− pi3 (2i+ 1) + Φrot
)
et ‖−→u i+1 −−→u i+2‖ =
√
3. On obtient alors les composantes du vecteur unitaire du bras i :
−→n i(t) = 1
4
 − sin (2ΦT (t)− pi3 (2i+ 1) + Φrot)− 3 sin (pi3 (2i+ 1)− Φrot)cos (2ΦT (t)− pi3 (2i+ 1) + Φrot)+ 3 cos (pi3 (2i+ 1)− Φrot)
2
√
3 sin
(
ΦT (t)− pi3 (2i+ 1) + Φrot
)
 (4.23)
4.2.2.1 Expressions des facteurs de modulation
Finalement, on calcule les facteurs de modulation d’amplitude Fi,+ (θ, φ, t) et Fi,× (θ, φ, t)
de´finis par (4.11) et (4.12), en utilisant les de´finitions de ξ+,i et ξ×,i (1.124) et les expres-
sions de
−→
θ (1.120),
−→
φ (1.121) et −→n i(t) (4.23). Apre`s quelques calculs, on obtient les
expressions des facteurs de modulation d’amplitude suivantes :
Fi,+ =
1
16
[
3 sin 2θ
(
3 sin
(
ΦT + φ+ 2Φrot − 2pi(2i+1)3
)
− sin
(
3ΦT − φ+ 2Φrot − 2pi(2i+1)3
))
−18√3 sin2 θ sin
(
2ΦT + 2Φrot − 2pi(2i+1)3
)
− (1 + cos2 θ)
×√3
(
sin
(
4ΦT (t)− 2φ+ 2Φrot − 2pi(2i+1)3
)
+ 9 sin
(
2φ+ 2Φrot − 2pi(2i+1)3
))]
(4.24)
Fi,× =
1
16
[√
3 cos θ
[
cos
(
4ΦT − 2φ+ 2Φrot − 4pi(i+2)3
)
− 9 cos
(
2φ+ 2Φrot − 4pi(i+2)3
)]
+6 sin θ
[
cos
(
3ΦT − φ+ 2Φrot − 4pi(i+2)3
)
+ 3 cos
(
ΦT + φ+ 2Φrot − 4pi(i+2)3
)]]
(4.25)
Les position initiales des satellites sont standards donc Φrot = 0 (cf. 2.2). Les facteurs de
modulation d’amplitude de la composante de polarisation + sont :
F1+(θ, φ, t) =
1
32
[6 sin 2θ (3 sin (ΦT (t) + φ)− sin (3ΦT (t)− φ))
−18
√
3 sin2 θ sin 2ΦT (t)
−
√
3
(
1 + cos2 θ
)
(sin (4ΦT (t)− 2φ) + 9 sin (2φ))
]
(4.26)
F2+(θ, φ, t) =
1
32
[
6 sin 2θ
(
3 sin
(
ΦT (t) + φ+
2π
3
)
− sin
(
3ΦT (t)− φ+ 2π
3
))
−18
√
3 sin2 θ sin
(
2ΦT (t) +
2π
3
)
−
√
3
(
1 + cos2 θ
)(
sin
(
4ΦT (t)− 2φ+ 2π
3
)
+ 9 sin
(
2φ+
2π
3
))]
(4.27)
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F3+(θ, φ, t) =
1
32
[
6 sin 2θ
(
3 sin
(
ΦT (t) + φ+
4π
3
)
− sin
(
3ΦT (t)− φ+ 4π
3
))
−18
√
3 sin2 θ sin
(
2ΦT (t) +
4π
3
)
−
√
3
(
1 + cos2 θ
)(
sin
(
4ΦT (t)− 2φ+ 4π
3
)
+ 9 sin
(
2φ+
4π
3
))]
(4.28)
Et ceux de la composante de polarisation × sont :
F1×(θ, φ, t) =
1
16
[√
3 cos θ (cos (4ΦT (t)− 2φ)− 9 cos (2φ))
+ 6 sin θ (cos (3ΦT (t)− φ) + 3 cos (ΦT (t) + φ))] (4.29)
F2×(θ, φ, t) =
1
16
[√
3 cos θ
(
cos
(
4ΦT (t)− 2φ+ 2π
3
)
− 9 cos
(
2φ+
2π
3
))
+ 6 sin θ
(
cos
(
3ΦT (t)− φ+ 2π
3
)
+ 3 cos
(
ΦT (t) + φ+
2π
3
))]
(4.30)
F3×(θ, φ, t) =
1
16
[√
3 cos θ
(
cos
(
4ΦT (t)− 2φ+ 4π
3
)
− 9 cos
(
2φ+
4π
3
))
+ 6 sin θ
(
cos
(
3ΦT (t)− φ+ 4π
3
)
+ 3 cos
(
ΦT (t) + φ+
4π
3
))]
(4.31)
Les variables θ et φ de´crivent la position de la source. L’e´volution temporelle se fait par
l’interme´diaire de la variable ΦT (t) = 2π t/T avec T = 1 an.
4.2.2.2 De´rive´es par rapport aux angles
Comme on le verra par la suite, ces facteurs pourront eˆtre utilise´s dans une (ou des)
me´thodes d’ajustement comme par exemple une maximisation de la vraissemblance par
minimisation du χ2. Il est alors ne´cessaire de connaˆıtre les de´rive´s des facteurs de modu-
lation d’amplitude par rapport aux parame`tres a` ajuster c’est a` dire θ et φ.
Ainsi les de´rive´es de la composante de polarisation + sont :
∂F1+
∂θ
=
1
32
[12 cos (2θ) (3 sin (ΦT + φ)− sin (3ΦT − φ))
+2
√
3 sin θ cos θ (sin (4ΦT − 2φ) + 9 sin (2φ)− 18 sin (2ΦT ))
]
(4.32)
∂F1+
∂φ
=
1
32
[6 sin (2θ) (3 cos (ΦT + φ) + cos (3ΦT − φ))
−
√
3
(
1 + cos2 θ
)
(−2 cos (4ΦT − 2φ) + 18 cos (2φ))
]
(4.33)
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∂F2+
∂θ
=
1
32
[
12 cos (2θ)
(
3 sin
(
ΦT + φ+
2pi
3
)
− sin
(
3ΦT − φ+ 2pi
3
))
+2
√
3 sin θ cos θ
(
sin
(
4ΦT − 2φ+ 2pi
3
)
+ 9 sin
(
2φ+
2pi
3
)
− 18 sin
(
2ΦT +
2pi
3
))]
(4.34)
∂F2+
∂φ
=
1
32
[
6 sin (2θ)
(
3 cos
(
ΦT + φ+
2pi
3
)
+ cos
(
3ΦT − φ+ 2pi
3
))
−
√
3
(
1 + cos2 θ
)(−2 cos(4ΦT − 2φ+ 2pi
3
)
+ 18 cos
(
2φ+
2pi
3
))]
(4.35)
∂F3+
∂θ
=
1
32
[
12 cos (2θ)
(
3 sin
(
ΦT + φ+
4pi
3
)
− sin
(
3ΦT − φ+ 4pi
3
))
+2
√
3 sin θ cos θ
(
sin
(
4ΦT − 2φ+ 4pi
3
)
+ 9 sin
(
2φ+
4pi
3
)
− 18 sin
(
2ΦT +
4pi
3
))]
(4.36)
∂F3+
∂φ
=
1
32
[
6 sin (2θ)
(
3 cos
(
ΦT + φ+
4pi
3
)
+ cos
(
3ΦT − φ+ 4pi
3
))
−
√
3
(
1 + cos2 θ
)(−2 cos(4ΦT − 2φ+ 4pi
3
)
+ 18 cos
(
2φ+
4pi
3
))]
(4.37)
Et celles de la composante de polarisation × sont :
∂F1×
∂θ
=
1
16
[
−
√
3 sin θ (cos (4ΦT − 2φ)− 9 cos (2φ))
+ 6 cos θ (cos (3ΦT − φ) + 3 cos (ΦT + φ))] (4.38)
∂F1×
∂φ
=
1
16
[
2
√
3 cos θ (sin (4ΦT − 2φ) + 9 sin (2φ))
+ 6 sin θ (sin (3ΦT − φ)− 3 sin (ΦT + φ))] (4.39)
∂F2×
∂θ
=
1
16
[
−
√
3 sin θ
(
cos
(
4ΦT − 2φ+ 2pi
3
)
− 9 cos
(
2φ+
2pi
3
))
+ 6 cos θ
(
cos
(
3ΦT − φ+ 2pi
3
)
+ 3 cos
(
ΦT + φ+
2pi
3
))]
(4.40)
∂F2×
∂φ
=
1
16
[
2
√
3 cos θ
(
sin
(
4ΦT − 2φ+ 2pi
3
)
+ 9 sin
(
2φ+
2pi
3
))
+ 6 sin θ
(
sin
(
3ΦT − φ+ 2pi
3
)
− 3 sin
(
ΦT + φ+
2pi
3
))]
(4.41)
∂F3×
∂θ
=
1
16
[
−
√
3 sin θ
(
cos
(
4ΦT − 2φ+ 4pi
3
)
− 9 cos
(
2φ+
4pi
3
))
+ 6 cos θ
(
cos
(
3ΦT − φ+ 4pi
3
)
+ 3 cos
(
ΦT + φ+
4pi
3
))]
(4.42)
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∂F3×
∂φ
=
1
16
[
2
√
3 cos θ
(
sin
(
4ΦT − 2φ+ 4pi
3
)
+ 9 sin
(
2φ+
4pi
3
))
+ 6 sin θ
(
sin
(
3ΦT − φ+ 4pi
3
)
− 3 sin
(
ΦT + φ+
4pi
3
))]
(4.43)
4.2.3 Expression de l’enveloppe dans le cas d’un signal mono-
chromatique basse fre´quence
On conside`re une onde gravitationnelle monochromatique de fre´quence et d’amplitude
fixes. Dans le re´fe´rentiel barycentrique les deux composantes de polarisation s’expriment
comme :
hB+(t) = hB+0 cos (ω0t+ ΦB+0) (4.44)
hB×(t) = hB×0 sin (ω0t+ ΦB×0) (4.45)
ou` ω0 = 2πf0 est la pulsation, f0 est la fre´quence, hB+0 et hB×0 sont respectivement les
amplitudes des composantes de polarisation + et ×, et ΦB+0 et ΦB×0 les phases initiales
de ces deux composantes + et ×.
4.2.3.1 Expression de l’enveloppe
En reprenant l’expression 4.13 et en utilisant le fait que :(
1−D2) h˙B+ (t−−→k .−→r 0)
= ω0 hB+0
[
− sin
(
ω0
(
t−−→k .−→r 0
)
+ ΦB+0
)
+ sin
(
ω0
(
t−−→k .−→r 0 − 2L
)
+ ΦB+0
)]
= 2 ω0 hB+0 sin(−ω0L) cos
(
ω0
(
t−−→k .−→r 0 − L
)
+ ΦB+0
)
on obtient l’expression du signal TDI Michelson Xi :
Xi(t) = −2 ω0L sin (ω0L)
[
hB+0Fi+ cos
(
ω0
(
t−−→k .−→r0 − L
)
+ ΦB+0
)
+Fi×hS×0 sin
(
ω0
(
t−−→k .−→r0 − L
)
+ ΦB×0
)]
(4.46)
La puissance du ge´ne´rateur Xi est alors :
PXi(t) = X
2
i (t)
= 4(ω0L)
2 sin2 (ω0L)
[
hB+0F1+ cos
[
ω0
(
t−−→k .−→r0 − L
)
+ ΦB+0
]
+F1×hB×0 sin
[
ω0
(
t−−→k .−→r0 − L
)
+ ΦB×0
]]2
= C2 [A+ cos (Φg + ΦB+0) + A× sin (Φg + ΦB×0)]
2
= C2
[
A2+ + A
2
×
] [ A+√
A2+ + A
2
×
cos (Φg + ΦB+0)− A×√
A2+ + A
2
×
sin (Φg + ΦB×0)
]2
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avec :
C2 = 4(ω0L)
2 sin2 (ω0L)
A+,× = F1+,× hB+,×0
Φg = ω0(t−−→k .−→r0 − L) = ω0t− ω0R sin θ cos (ΦT − φ)− ω0L (4.47)
On pose cosΘ = A+√
A2++A
2
×
donc sinΘ = A×√
A2++A
2
×
ce qui donne :
PXi(t) = C
2
[
A2+ + A
2
×
]
[cosΘ cos (Φg + Φ+0)− sinΘ sin (Φg + Φ×0)]2
= 4(ω0L)
2 sin2 (ω0L)
[
h2B+0F
2
i+ + h
2
B×0F
2
i×
]
× [cosΘ cos (Φg + ΦB+0)− sinΘ sin (Φg + ΦB×0)]2 (4.48)
Le premier terme de l’expression (4.48) varie a` la vitesse des orbites, soit avec une pe´-
riodicite´ d’un an, tandis que le deuxie`me terme varie beaucoup plus rapidement puisque
Φg est approximativement la phase de l’onde. C’est donc le premier terme qui correspond
a` la modulation d’amplitude du signal, appele´e enveloppe. L’expression de l’enveloppe
EXi(t; θ, φ, hB+0, hB×0, ω0) du signal du ge´ne´rateur TDI Michelson dans le cas d’une bi-
naire monochromatique2 est alors :
EXi(t; θ, φ, hB+0, hB×0, ω0) = 4(ω0L)
2 sin2 (ω0L)
[
h2B+0F
2
i+ + h
2
B×0F
2
i×
]
(4.49)
Cette enveloppe est de´crite par seulement 5 parame`tres qui sont :
– θ : colatitude e´cliptique re´pe´rant la direction de propagation de l’onde,
– φ : longitude e´cliptique re´pe´rant la direction de propagation de l’onde,
– hB+0 : amplitude de la composante de polarisation +,
– hB+0 : amplitude de la composante de polarisation ×,
– f0 =
ω0
2pi
: fre´quence de l’onde.
4.2.3.2 Enveloppe et expression de l’onde dans le re´fe´rentiel canonique
La modulation d’amplitude pre´ce´demment obtenue de´pend des parame`tres d’ampli-
tude de l’onde, hB+0 et hB×0 exprime´s dans le re´fe´rentiel barycentrique. Mais, pour obtenir
des informations sur la source, il faut connaˆıtre les parame`tres de l’onde exprime´s dans
le re´fe´rentiel canonique, qui est le re´fe´rentiel propre de la source. Ces parame`tres sont
l’angle de polarisation Ψ, les deux amplitudes hS+0 et hS×0, les deux phases ΦS×0 et
ΦS×0. L’expression des composantes est alors :
hS+(t) = hS+0 cos (ω0t+ ΦS+0) (4.50)
hS×(t) = hS×0 sin (ω0t+ ΦS×0) (4.51)
D’une part, les expressions du mode`le utilise´ dans le de´veloppement de l’enveloppe, (4.44)
et (4.45), se mettent sous la forme :
hB+(t) = hB+0 cosΦB+0 cos (ωt)− hB+0 sinΦB+0 sin (ωt)
hB×(t) = hB×0 sinΦB×0 cos (ωt)− hB×0 cosΦB×0 sin (ωt)
2h+ et h× en quadrature
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Et d’autre part, en utilisant la relation (1.127) qui relie les hS et les hB, on exprime hB+
et hB× comme :
hB+(t) = hS+0 cos (ωt+ ΦS+0) cos (2ψ) + hS×0 sin (ωt+ ΦS×0) sin (2ψ)
= (hS+0 cosΦS+0 cos (2Φ) + hS×0 sinΦS×0 sin (2ψ)) cos (ωt)
− (hS+0 sinΦS+0 cos (2ψ)− hS×0 cosΦS×0 sin (2ψ)) sin (ωt)
hB×(t) = −hS+0 cos (ωt+ ΦS+0) sin (2ψ) + hS×0 sin (ωt+ ΦS×0) cos (2ψ)
= (−hS+0 cosΦS+0 sin (2ψ) + hS×0 sinΦS×0 cos (2ψ)) cos (ωt)
+ (hS+0 sinΦS+0 sin (2ψ) + hS×0 cosΦS×0 cos (2ψ)) sin (ωt)
On peut alors faire une identification des termes en cos(ωt) et sin(ωt) qui donne :
hB+0 cosΦB+0 = hS+0 cosΦS+0 cos (2ψ) + hS×0 sinΦS×0 sin (2ψ) (4.52)
hB+0 sinΦB+0 = hS+0 sinΦS+0 cos (2ψ)− hS×0 cosΦS×0 sin (2ψ) (4.53)
hB×0 sinΦB×0 = −hS+0 cosΦS+0 sin (2ψ) + hS×0 sinΦS×0 cos (2ψ) (4.54)
hB×0 cosΦB×0 = −hS+0 sinΦS+0 sin (2ψ)− hS×0 cosΦS×0 cos (2ψ) (4.55)
Les relations entre les parame`tres du re´fe´rentiel barycentrique et ceux du re´fe´rentiel ca-
nonique sont donc pour une onde monochromatique ge´ne´rale de´crite par (4.50) et(4.51) :
h2B+0 = h
2
S+0 cos
2 (2ψ) + h2S×0 sin
2 (2ψ) + hS+0hS×0 sin (ΦS×0 − ΦS+0) sin (4ψ)
(4.56)
h2B×0 = h
2
S+0 sin
2 (2ψ) + h2S×0 cos
2 (2ψ)− hS+0hS×0 sin (ΦS×0 − ΦS+0) sin (4ψ)
(4.57)
tanΦB+0 =
hS+0 sinΦS+0 cos (2ψ)− hS×0 cosΦS×0 sin (2ψ)
hS+0 cosΦS+0 cos (2ψ) + hS×0 sinΦS×0 sin (2ψ)
(4.58)
tanΦB×0 =
hS+0 sinΦS+0 sin (2ψ)− hS×0 cosΦS×0 cos (2ψ)
hS+0 cosΦS+0 sin (2ψ) + hS×0 sinΦS×0 cos (2ψ)
(4.59)
Si on conside`re que cette onde est issue d’un syste`me binaire monochromatique comme
on l’a suppose´ pour la formulation de l’enveloppe (4.49), les deux composantes sont en
quadrature, soit ΦS×0 = ΦS+0 = ΦS0 et on obtient alors :
h2B+0 = h
2
S+0 cos
2 (2ψ) + h2S×0 sin
2 (2ψ) (4.60)
h2B×0 = h
2
S+0 sin
2 (2ψ) + h2S×0 cos
2 (2ψ) (4.61)
tanΦB+0 =
hS+0 sinΦS0 cos (2ψ)− hS×0 cosΦS0 sin (2ψ)
hS+0 cosΦS0 cos (2ψ) + hS×0 sinΦS0 sin (2ψ)
(4.62)
tanΦB×0 =
hS+0 sinΦS0 sin (2ψ)− hS×0 cosΦS0 cos (2ψ)
hS+0 cosΦS0 sin (2ψ) + hS×0 sinΦS0 cos (2ψ)
(4.63)
Les parame`tres Φ , hS+0 et hS×0 ne peuvent donc pas eˆtre obtenus a` partir de la seule uti-
lisation de la modulation d’amplitude, car les seuls parame`tres qu’il est possible d’estimer
sont hB+0 et hB×0. Il serait ne´cessaire d’effectuer une e´tude de la phase pour acce´der com-
ple`tement aux parame`tres de la source. Il n’empeˆche que l’analyse de l’enveloppe permet
tout de meˆme d’estimer la position de la source.
164 4. Analyse de donne´es
4.2.3.3 Expression des de´rive´es l’enveloppe
Les de´rive´es partielles, utiles dans le cadre d’un ajustement, sont :
∂EXi
∂θ
= 8(ωL)2 sin2 (ωL)
[
h2B+0Fi+
∂Fi+
∂θ
(θ, φ) + h2B×0Fi×
∂Fi×
∂θ
(θ, φ)
]
(4.64)
∂EXi
∂φ
= 8(ωL)2 sin2 (ωL)
[
h2B+0Fi+
∂Fi+
∂φ
(θ, φ) + h2B×0Fi×
∂Fi×
∂φ
(θ, φ)
]
(4.65)
∂EXi
∂hB+0
= 8(ωL)2 sin2 (ωL)hB+0 F
2
i+(θ, φ) (4.66)
∂EXi
∂hB×0
= 8(ωL)2 sin2 (ωL)hB×0 F
2
i×(θ, φ) (4.67)
4.2.4 Expression de l’enveloppe dans le cas d’un signal “chirp”
basse fre´quence
Le de´veloppement de l’enveloppe, effectue´ pre´ce´demment dans le cas d’une onde de fre´-
quence et d’amplitudes fixes, est ici e´tendu au cas d’une onde de fre´quence et d’amplitudes
continuˆment variables, appele´e chirp.
4.2.4.1 Signal “chirp”
La formulation (4.13) est valable pour tout signal gravitationnel e´voluant lentement
et satisfaisant l’hypothe`se basse-fre´quence (4.2.1). L’autre hypothe`se qui peut eˆtre faite
pour de nombreux signaux gravitationnels est une description sous forme de “chirp”, c’est
a` dire :
Hypothe`se 4.2.3 Les deux composantes de polarisation du signal gravitationnel s’ex-
priment, dans le re´fe´rentiel barycentrique, comme deux chirps de fre´quence et d’amplitude
lentement variables, leurs phases e´tant identiques a` une constante pre`s, soit :
hB+(t) = hB+0(t) cos (Φ(t) + ΦB+0)
hB×(t) = hB×0(t) sin (Φ(t) + ΦB×0)
(4.68)
ou` Φ(t) est la phase variable, hB+0(t) et hB×0(t) sont respectivement les amplitudes des
composantes + et × et ΦB+0(t) et ΦB×0(t) sont respectivement les phases initiales des
composantes + et × .
4.2.4.2 Signal TDI Michelson
Comme pre´ce´demment, on doit calculer les de´rive´es hB+(t) et hB×(t), soit :
h˙B+(t) = h˙B+0(t) cos (Φ(t) + ΦB+0)− hB+0(t)Φ˙(t) sin (Φ(t) + ΦB+0)
≃ −hB+0(t)Φ˙(t) sin (Φ(t) + ΦB+0)
h˙B×(t) ≃ hB×0(t)Φ˙(t) cos (Φ(t) + ΦB+0)
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On peut ne´gliger le terme en h˙B+0(t), car dans l’hypothe`se (4.2.3), les variations d’am-
plitude sont tre`s infe´rieures a` la fre´quence, soit h˙B+0(t) << hB+0(t)Φ˙(t). De la meˆme
manie`re, on peut ne´gliger le terme h˙B×0(t) dans h˙B×(t).
En posant
tk = t−−→k .−→r 0 (4.69)
l’expression du signal est alors :
Xi(t) ≃ L (1−D2)
[
Φ˙ (tk) [hB+0 (tk)Fi,+ sin (Φ (tk) + ΦB+0)
−hB×0 (tk)Fi,× cos (Φ (tk) + ΦB+0)]] (4.70)
Toujours sous cette meˆme hypothe`se (4.2.3), on a :
D2Φ˙ (tk) = Φ˙ (tk − 2L) ≃ Φ˙ (tk) (4.71)
D2hB(+,×)0 (tk) = hB(+,×)0 (tk − 2L) ≃ hB(+,×)0 (tk) (4.72)
ce qui permet d’e´crire :
Xi(t) ≃ Φ˙ (tk)L [hB+0 (tk)Fi,+(t) [sin (Φ (tk) + ΦB+0)− sin (Φ (tk − 2L) + ΦB+0)]
−hB×0 (tk)Fi,×(t) [cos (Φ (tk) + ΦB+0)− cos (Φ (tk − 2L) + ΦB+0)]]
soit :
Xi(t) ≃ 2Φ˙ (tk)L sin
(
Φ (tk)− Φ (tk − 2L)
2
)
(4.73)
×
[
hB+0 (tk)Fi,+(t) cos
(
Φ (tk) + Φ (tk − 2L)
2
+ ΦB+0
)
−hB×0 (tk)Fi,×(t) sin
(
Φ (tk) + Φ (tk − 2L)
2
+ ΦB×0
)]
(4.74)
Pour simplifier cette expression, on pose :
∆Φ2L (tk) =
Φ (tk)− Φ (tk − 2L)
2
(4.75)
Φ′g (tk) =
Φ (tk) + Φ (tk − 2L)
2
+ ΦB+0 = Φ(tk) +
∆Φ2L (tk)
2
+ ΦB+0 (4.76)
∆Φ′g = ΦB×0 − ΦB+0 (4.77)
Ce qui donne l’expression du signal TDI Michelson suivante, dans le cas d’un chirp :
Xi(t) ≃ 2 Φ˙ (tk) L sin∆Φ2L (tk)
× [hB+0 (tk)Fi,+(t) cos (Φ′g (tk))− hB×0 (tk)Fi,×(t) sin (Φ′g (tk) + ∆Φ′g)]
(4.78)
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4.2.4.3 Enveloppe du signal TDI Michelson
L’enveloppe correspond a` la modulation d’amplitude de la puissance du ge´ne´rateur
TDI Michelson. On pose :
C ′2 = 4 L2 Φ˙2 (tk) sin
2∆Φ2L (tk) (4.79)
A′+ = hB+0 (tk)Fi,+(t)− hB×0 (tk)Fi,×(t) sin∆Φ′g (4.80)
A′× = −hB×0 (tk)Fi,×(t) cos∆Φ′g (4.81)
L’expression de la puissance se de´veloppe de la meˆme manie`re que dans le cas d’une onde
monochromatique, soit :
X2i (t) ≃ C ′2 [hB+0 (tk)Fi,+(t) cosΦ′g (tk)
−hB×0 (tk)Fi,×(t) (sinΦ′g (tk) cos∆Φ′g + cosΦ′g (tk) sin∆Φ′g)]2
≃ C ′2 [A′+ cosΦ′g (tk) + A′× sinΦ′g (tk)]2
≃ C ′2
(
A′2+ + A
′2
×
)
[cosΘ cosΦ′g (tk) + sinΘ sinΦ
′
g (tk)]
2
X2i (t) ≃ C ′2
(
A′2+ + A
′2
×
)
cos2 (Θ− Φ′g) (4.82)
Dans l’expression (4.82), le terme de modulation d’amplitude du signal, autrement dit
l’enveloppe, est EXi(t) = C
′2 (A′2+ + A′2×) , d’ou` l’expression suivante de l’enveloppe dans
le cas d’un chirp :
EXi(t) = 4 L
2
(
Φ˙ (tk)
)2
sin2
(
Φ (tk)− Φ (tk − 2L)
2
)
[
h2B+0 (tk)F
2
i,+(t) + h
2
B×0 (tk)F
2
i,×(t)
+ 2 hB+0 (tk) hB×0 (tk)Fi,+(t)Fi,×(t) sin (ΦB×0 − ΦB+0)] (4.83)
Cette expression exprime la modulation d’amplitude, en tenant compte de la variation
d’amplitude propre du chirp, contenue dans le mode`le du chirp (4.68) ou` celui-ci est de´crit
par la phase Φ(t), les amplitudes des deux composantes hB+0(t) et hB×0(t) et les phases
initiales des deux composantes ΦB+0 et ΦB×0. La modulation d’amplitude induite par
l’orientation de LISA par rapport a` la source est contenue dans les facteurs de modulation
d’amplitude, Fi,+ (θ, φ, t) et Fi,× (θ, φ, t), qui de´pendent de la direction de propagation de
l’onde repe´re´e par la colatitude e´cliptique θ et la longitude e´cliptique φ.
4.3 Analyse d’une onde monochromatique
Le premier cas dans lequel l’analyse par modulation d’amplitude s’applique est l’ana-
lyse d’une onde gravitationnelle monochromatique. Il s’agit alors d’utiliser les expressions
de´veloppe´es dans la sous-section 4.2.3 pour extraire, de l’e´volution temporelle de l’ampli-
tude de l’onde, les parame`tres physiques qui la caracte´risent.
Les sources d’ondes gravitationnelles monochromatiques sont essentiellement des bi-
naires tre`s loin de leur coalescence, c’est a` dire qu’elles spiralent si faiblement que les
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orbites des deux objets qui la composent sont quasi-circulaire, et qu’il est possible d’as-
similer les ondes gravitationnelles e´mises a` des ondes monochromatiques. Les sources
binaires loin de leur coalescence, qui sont dans la bande de fre´quence de LISA, sont,
par exemple, les binaires de faible rapport de masses de la Galaxie avec une amplitude
suffisamment importante pour que ces sources soient de´tectables hors du fond Galactique.
Cette partie expose les deux e´tapes qui caracte´risent la me´thode d’analyse par mo-
dulation d’amplitude, c’est a` dire l’extraction de l’e´volution d’amplitude du signal gravi-
tationnel et l’ajustement de l’enveloppe sur cette e´volution d’amplitude. On pre´sentera
ensuite les re´sultats de l’application de cette me´thodologie d’analyse.
4.3.1 Extraction de l’e´volution d’amplitude
La premie`re e´tape de la me´thode d’analyse par modulation d’amplitude est l’extraction
de l’e´volution en amplitude du signal, sur laquelle la formulation analytique sera ensuite
ajuste´e. En raison des bruits pre´sents dans les signaux de mesure, le signal gravitation-
nel ne peut pas eˆtre obtenu directement, en particulier en ce qui concerne les donne´es
temporelles. Pour re´aliser cette extraction, on utilisera donc le domaine de Fourier.
Avant d’extraire l’amplitude a` proprement parler, on calcule la transforme´e de Fourier
de l’ensemble du signal. L’onde gravitationnelle e´tant monochromatique, elle apparaˆıt sous
la forme d’un pic3. On repe`re la fre´quence centrale de ce pic qui correspond alors, avec
une bonne approximation, a` la fre´quence de l’onde f0 (cf. exemple du graphique inse´re´
dans la figure 3.5).
Pour obtenir l’e´volution d’amplitude, la me´thode employe´e est assez simple et sup-
pose que l’amplitude e´volue lentement. On divise le signal temporel en Npart parties de
meˆme dure´e Tpart et on calcule la transforme´e de Fourier du signal pour chacune de ces
parties. Sur chaque transforme´e de Fourier, on rele`ve la valeur du signal a` la fre´quence f0.
Cette valeur correspond alors a` l’amplitude moyenne du signal gravitationnel sur la partie
des donne´es conside´re´es, a` laquelle s’ajoute le bruit. Le bruit est ensuite estime´ par une
moyenne sur les donne´es autour du pic puis soustrait a` la valeur pre´ce´dente pour obtenir
une estimation de la valeur de l’amplitude seule au temps ti, qui est le temps central de
la partie conside´re´e. En effectuant cette ope´ration sur chaque partie, on obtient ainsi une
estimation de l’amplitude pour les Ni temps ti.
Le signal gravitationnel e´tant inte´gre´ dans chaque partie sur une dure´e Tpart, il est
d’autant plus faible et bruite´ que Tpart est petit. Il faut donc faire un compromis entre le
nombre de valeurs d’amplitude ne´cessaires et la qualite´ de chaque valeur. Pour augmenter
le nombre de valeurs d’amplitude, une solution utilise´e est “l’overlap”, c’est a` dire le
recouvrement des parties par moitie´. Le de´faut de l’overlap est la corre´lation des valeurs.
4.3.2 Ajustement de l’enveloppe
L’e´volution d’amplitude (4.49) est ajuste´e sur les valeurs pre´ce´demment extraites. La
position, de´crite par les deux angles e´cliptiques β et λ, influe sur l’e´volution de l’amplitude
3La forme de ce pic de´pend de la modulation d’amplitude et de l’effet Doppler du mouvement de LISA
par rapport a` la source. A priori elle contient la plupart des informations sur l’onde gravitationnelle et
son e´tude pourrait eˆtre a` la base d’une autre me´thode d’analyse.
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a` proprement parle´, c’est a` dire la forme temporelle de la modulation d’amplitude. Le
niveau moyen de l’amplitude de´pend de la fre´quence de l’onde f0 et de l’amplitude des
deux composantes de polarisation dans le re´fe´rentiel barycentrique, hB+0 et hB×0. Ces trois
parame`tres doivent eˆtre pris en compte dans l’ajustement. Cependant, la fre´quence ayant
e´te´ de´termine´e sur la transforme´e de Fourier globale du signal (cf. sous-section 4.3.1), elle
est fixe´e et il n’y a alors que quatre parame`tres a` ajuster au total.
Il existe plusieurs flux de donne´es correspondants aux diffe´rents ge´ne´rateurs TDI, qui
sont utilisables pour l’analyse. Pour chacun de ces flux de donne´es, le signal gravitation-
nel est de´tecte´ et son e´volution d’amplitude est extraite. L’enveloppe est alors ajuste´e
en utilisant simultane´ment les e´volutions d’amplitude de plusieurs ge´ne´rateurs TDI. Ty-
piquement, on utilise les ge´ne´rateurs Michelson X, Y et Z, puisque ce sont ceux pour
lesquels la formulation analytique a e´te´ de´veloppe´e. Ne´anmoins, le de´veloppement de la
formulation analytique de l’enveloppe pour d’autres ge´ne´rateurs peut se faire en suivant
la meˆme proce´dure que celle expose´e dans la sous-section 4.2.1.
Un dernier point qu’il est important de mentionner au niveau de l’analyse est l’inde´-
termination de la direction de la source entre la vraie direction et la direction oppose´e. En
effet, les expressions des facteurs de modulation d’amplitude (4.24) et (4.25) sont iden-
tiques que l’on conside`re la direction de propagation (θ, φ) ou la direction de propagation
oppose´e (π− θ, φ+π), ou` l’on rappelle que θ est la colatitude e´cliptique de la direction de
propagation, soit θ = π/2+β, et φ est sa longitude e´cliptique, soit φ = λ−π. Cette inde´-
termination peut eˆtre leve´e en conside´rant la phase du signal [84]. Cette phase n’est pas
conside´re´e dans l’e´tude expose´e ici ; en conse´quence deux solutions sont possibles. Pour les
re´sultats pre´sente´s dans la suite, cette inde´termination a e´te´ leve´e en restreignant l’espace
de recherche a` la demi-sphe`re contenant la bonne direction.
Donc apre`s le passage dans l’espace de Fourier et l’extraction de l’e´volution temporelle
de l’amplitude pour l’onde conside´re´e, les quatre parame`tres, de´clinaison β, longitude
e´cliptique λ , et amplitudes des composantes hB+0 et hB×0, sont ajuste´s simultane´ment
pour diffe´rents ge´ne´rateurs TDI Michelson.
4.3.3 Re´sultats pour l’e´tude d’un cas particulier
La me´thode d’analyse d’une onde monochromatique par e´tude de l’enveloppe (ou mo-
dulation d’amplitude) a e´te´ applique´e aux donne´es du training du MLDC 1.1.1.a qui
correspondent a` une simulation d’une onde monochromatique avec tous les bruits secon-
daires de LISA. Ce jeu de donne´es e´tant un training, les parame`tres de la source sont
connus, ce qui permet d’e´valuer l’efficacite´ de notre me´thode. Ces parame`tres sont ceux
d’une binaire monochromatique, c’est a` dire :
– latitude e´cliptique (ou de´clinaison) : β = 0, 4741143268 rd = 27, 1647499◦
– longitude e´cliptique : λ = 5, 19921 rd = 297, 8927898◦ = −62, 1072◦
– polarisation : ψ = 3, 975816 rd = 227, 79747692◦
– fre´quence : f0 = 0, 0009930348535 Hz
– amplitude : A = 1, 789229908× 10−22
– inclinaison : i = 0, 1793956 rd = 10, 2786107◦
– phase initiale : φ0 = 5, 781211 rd
4.3. Analyse d’une onde monochromatique 169
Les composantes de l’amplitude d’une onde monochromatique e´quivalente s’obtiennent
par les conversions suivantes, de´duites des e´quations (4.60) (4.61) (1.80) et (1.81) :
hB+0 = A
√
(1 + cos2 i)2 cos2 (2ψ) + 4 cos2 i sin2 (2ψ) (4.84)
hB×0 = A
√
(1 + cos2 i)2 sin2 (2ψ) + 4 cos2 i cos2 (2ψ) (4.85)
soit hB+0 = 3, 5210× 10−22 et hB×0 = 3, 5215× 10−22.
L’e´volution de l’amplitude correspond a` l’estimation de l’amplitude du signal gravi-
tationnel sur les transformations de Fourier faites dans des portions de signal de dure´e
Tpart. Dans la sous-section 4.3.1, ou` l’extraction de cette e´volution est de´taille´e, on a vu
que le choix de Tpart re´sulte d’un compromis entre le nombre de valeurs d’amplitude pour
l’ajustement et la qualite´ de ces valeurs. Pour effectuer ce choix, l’analyse a e´te´ re´alise´e
pour diffe´rentes valeurs de Tpart. Le tableau 4.1 re´sume les erreurs
4 sur β et λ obtenues.
Dure´e Tpart de la portion de signal Erreur sur β Erreur sur λ
45,51 jours 6◦ 9◦
22,76 jours 6◦ 7◦
11,37 jours 0, 29◦ 0, 47◦
5,69 jours 1, 5◦ 3◦
Tab. 4.1: Tableau re´sumant les erreurs sur les deux angles de´crivant la position, pour un ajus-
tement de l’enveloppe re´alise´ a` partir d’estimations de l’e´volution d’amplitude pour diffe´rentes
valeurs de dure´e de portion de signal (cf sous-section 4.3.1).
On constate que l’erreur sur la position la plus faible correspond a` une estimation de
l’amplitude sur des portions de signal d’une dure´e de 11.37 jours5. Cette erreur est alors
infe´rieure a` 0.5◦. Le re´sultat de l’ajustement qui a permis cette estimation est expose´ sur
la figure 4.2.
Cette figure pre´sente les valeurs d’amplitude extraites du signal, l’e´volution obtenue
avec les parame`tres estime´s par l’ajustement et l’e´volution correspondant aux vrais para-
me`tres de l’onde. Ces trois e´volutions d’amplitudes sont donne´es pour les trois ge´ne´rateurs
TDI Michelson X, Y et Z. On constate que les valeurs d’amplitude extraites sont bruite´es
mais ont globalement la meˆme forme que les vraies valeurs, ce qui permet a` l’ajustement
de trouver une e´volution tre`s proche de l’e´volution re´elle et donc d’estimer correctement
la position.
La qualite´ de l’estimation de´pend des bruits dans les signaux, or les erreurs sur l’es-
timation de la position expose´es pre´ce´demment (cf. tableau 4.1) correspondent a` des
ajustements effectue´s a` partir d’un jeu unique de donne´es du MLDC et sont donc un
4Ces erreurs correspondent aux e´carts par rapport aux vraies valeurs de la position de l’onde.
5Les dure´es des portions de signal sont choisies pour obtenir un nombre de donne´es e´gales a` une
puissance de 2 puisque le calcul de la transforme´e de Fourier discre`te est tre`s efficace avec un tel nombre
de donne´es. Le pas d’e´chantillonnage des donne´es du MLDC e´tant de 15 secondes, une dure´e de 11,37
jours correspond a` 216 × 15 = 983040s = 11, 37jours.
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Fig. 4.2: Re´sultat de l’ajustement effectue´ simultane´ment sur les e´volutions d’amplitude ex-
traites des trois signaux TDI Michelson X, Y , Z du training du MLDC 1.1.1.a. Les points
rouges pre´sente les valeurs de l’amplitude extraites par soustraction du bruit a` la valeur du si-
gnal a` la fre´quence de l’onde dans des transforme´es de Fourier calcule´s sur des portions de signal
d’une dure´e Tpart de 11,37 jours. Les plus bleus correspondent aux re´sultats de l’ajustement
qui utilise la me´thode lsqcurvefit du logiciel MATLAB. Les croix vertes pre´sentent l’enveloppe
obtenue avec les vrais parame`tres de l’onde.
cas particulier qui n’est pas obligatoirement repre´sentatif. Pour obtenir des re´sultats plus
ge´ne´raux sur l’analyse de cette onde, on effectue, graˆce a` LISACode, un grand nombre de
simulations avec la meˆme onde monochromatique et avec les meˆmes types de bruits mais
avec diffe´rentes re´alisations de bruits pour chaque simulation. Sur chaque jeu de donne´es
re´sultant d’une simulation, on applique la me´thode d’analyse utilise´e pre´ce´demment avec
diffe´rentes dure´es de portion de signal pour l’estimation de l’amplitude. Par une e´tude
statistique des estimations de position sur ces diffe´rents jeux de donne´es, on obtient des
valeurs moyennes et des e´cart-types pour la position de la source de cette onde estime´e
avec cette me´thode d’analyse.
La figure 4.3 pre´sente les histogrammes de re´partition des estimations pour les deux
parame`tres de positions pour une analyse effectue´e a` partir de valeurs d’amplitude ex-
traites sur des portions de signaux d’une dure´e Tpart de 11,37 jours. On constate que ces
distributions s’e´talent sur plusieurs degre´s, ce qui re´ve`le une pre´cision me´diocre de la me´-
thode pour l’analyse de cette onde. La distribution des estimations de β est centre´e sur
la vraie valeur alors que ce n’est pas le cas pour λ. Il existe donc un possible biais dans
cette analyse.
Les analyses d’un grand nombre de simulations sont effectue´es avec diffe´rentes dure´es
de portion de signal pour l’extraction de l’amplitude. Les positions moyennes estime´es
ainsi que les erreurs associe´es permettent d’e´tudier l’influence de ces dure´es pour une
re´alisation moyenne de bruit et non plus particulie`re comme c’e´tait le cas pre´ce´demment.
La figure 4.4 pre´sente ces re´sultats pour les deux parame`tres de position β et λ. On
constate tout d’abord que les barres d’erreurs sur les estimations de´pendent tre`s peu
de la taille des portions de signal conside´re´es pour l’estimation de l’amplitude. D’autre
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Fig. 4.3: Histogrammes des distributions des positions estime´es pour 1000 analyses de jeu de
donne´es similaires qui diffe`rent par leur re´alisation de bruit. L’histogramme de gauche correspond
a` la latitude e´cliptique β et celui de droite a` la longitude e´cliptique λ. La ligne verte indique la
vraie valeur. L’ajustement est re´alise´ a` partir d’amplitudes extraites sur des portions de signal
de 11,37 jours.
part, lorsque l’amplitude est extraite sur des grandes portions de signal, c’est a` dire que la
dure´e Tpart est grande ou plus pre´cise´ment supe´rieure a` 15 jours, la valeur moyenne estime´e
est notablement e´loigne´e de la vraie valeur, ce qui n’est pas le cas pour des amplitudes
estime´es sur de petites portions, c’est a` dire d’une dure´e infe´rieures a` 15 jours. On observe
d’ailleurs que meˆme pour des dure´es extreˆmement petites, les positions estime´es sont tout
a` fait correctes. La meilleure estimation correspond a` une dure´e de 11,37 jours.
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Fig. 4.4: Estimations de la position et barres d’erreurs associe´es pour des analyses effectue´es
a` partir de valeurs d’amplitude extraites sur diffe´rentes dure´es de signal Tpart. Le graphe de
gauche correspond a` l’estimation sur β et celui de droite a` l’estimation sur λ. Chaque valeur
re´sulte de 1000 analyses de 1000 simulations avec des re´alisations de bruits diffe´rentes. La ligne
verte indique la vraie valeur.
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4.3.4 Conclusions et perspectives
Les re´sultats expose´s pre´ce´demment correspondent a` l’analyse d’une onde monochro-
matique particulie`re et ne permettent pas de conclure de fac¸on ge´ne´rale. Ils permettent
ne´anmoins de tirer quelques conclusions sur cette me´thode d’analyse.
Premie`rement, ces re´sultats valident la me´thode d’analyse par modulation d’amplitude
pour l’estimation de la position de l’onde. L’efficacite´ de cette me´thode repose d’une part
sur la qualite´ de l’extraction de l’e´volution d’amplitude a` partir des flux de donne´es, c’est
a` dire le nombre de valeurs extraites, le niveau de bruit dans ces estimations, etc , et
d’autre part sur la me´thode d’ajustement de l’enveloppe a` partir des valeurs extraites. En
effet, il existe une multitude d’algorithmes d’ajustement qui diffe`rent par leur efficacite´
et leur complexite´, et il s’agit alors de trouver le plus efficace pour notre proble`me. Celui
utilise´ pour l’application pre´ce´dente est simplement la me´thode d’ajustement de base du
logiciel MATLAB.
L’amplitude est extraite par une estimation du niveau du signal gravitationnel sur les
transforme´es de Fourier de portions de signal se recouvrant par moitie´. On constate aussi
qu’il est ne´cessaire d’effectuer une e´tude pre´alable sur la taille des diffe´rentes portions en
temps. Pour le cas particulier pre´sente´ ici, il est plus efficace de conside´rer des portions de
courte dure´e et d’avoir ainsi un grand nombre de valeurs d’amplitude pour l’ajustement,
meˆme si celles-ci sont fortement bruite´es.
L’erreur sur l’estimation de la position de cette onde est statistiquement de quelques
degre´s. Cependant, pour avoir une vision globale de l’efficacite´ de cette me´thode, il faudrait
e´tendre cette e´tude a` l’ensemble des positions du ciel.
4.4 Analyse d’une binaire de trous noirs super-massifs
(chirp)
La me´thode pre´ce´dente a e´te´ e´tendue a` l’analyse de la position d’une onde e´voluant
comme un chirp. A cette occasion, le de´veloppement analytique a e´te´ ge´ne´ralise´ pour
obtenir celui pre´sente´ dans la section 4.2. Les formulations analytiques de l’enveloppe, qui
devront eˆtre ajuste´es sur les e´volutions d’amplitudes extraites des signaux, sont donne´es
par l’expression (4.83).
Les sources qui e´mettent des ondes gravitationnelles en forme de chirp sont notamment
des binaires dans leur phase spiralante, c’est a` dire proche de leur coalescence. Seules celles
dont le rapport de masses est faible sont conside´re´s car leur forme d’onde est bien de´crite
analytiquement par le mode`le Post-Newtonien qui a e´te´ expose´ dans la sous-section 1.5.2.
De plus, la deuxie`me harmonique dominant comple`tement les autres, aussi bien dans la
forme d’onde (cf. figures 1.8, 1.9 et 1.10) que dans le signal de LISA (cf. figure 3.21),
l’analyse peut se restreindre a` l’e´tude d’un seul chirp. Les binaires spiralant dans la bande
de fre´quence de LISA sont compose´es de corps tre`s massifs, autrement dit ce sont des
binaires forme´es de deux trous noirs super-massifs.
Cette me´thode d’analyse sera illustre´e par l’e´tude d’une onde e´mise par une binaire
de trous noirs super-massifs pre´sente dans le jeu de donne´es du MLDC 2.2 training.
L’extraction de l’e´volution d’amplitude dans le cas d’un chirp est beaucoup plus com-
4.4. Analyse d’une binaire de trous noirs super-massifs (chirp) 173
plexe que dans le cas d’une onde monochromatique car il faut suivre l’e´volution en fre´-
quence du signal pour pouvoir estimer l’e´volution d’amplitude. Cela implique alors la
mise en place de me´thodes d’extraction du signal pour pouvoir ensuite appliquer la me´-
thode d’analyse de l’enveloppe a` proprement parler. De plus, on verra que l’e´volution en
fre´quence apporte des informations utiles pour l’estimation de la position.
La premie`re partie de cette section est consacre´ a` l’extraction de l’e´volution en fre´-
quence et en amplitude, a` partir de repre´sentation temps-fre´quence. On passera alors en
revue diffe´rentes me´thodes d’extraction. On exposera ensuite l’ajustement en fre´quence
puis en amplitude. Enfin on pre´sentera les re´sultats obtenus sur un cas particulier.
4.4.1 Extraction du signal : Repre´sentation temps-fre´quence
Une repre´sentation particulie`rement bien adapte´e a` l’e´tude d’un chirp est la repre´-
sentation temps-fre´quence. Cette repre´sentation sous forme de plan est un graphique ou`
trois dimensions sont repre´sente´es : le temps est en abscisse, la fre´quence en ordonne´es et
l’amplitude sur la troisie`me dimension, ge´ne´ralement illustre´e par un code couleur. Par
exemple, la figure 4.5 correspond a` deux ans de donne´es du MLDC 2.2 training.
Fig. 4.5: Repre´sentation temps-fre´quence obtenu par la norme de la transforme´e en ondelettes
de Morlet du signal TDI Michelson X du MLDC 2.2 training. On reconnaˆıt le fond Galactique
autour de 0,01 Hertz et les chirps croissants correspondant aux binaires de trous noirs super-
massifs a` basse fre´quence.
Diffe´rents modes de calcul permettent d’obtenir des repre´sentations temps-fre´quence,
chacun de ces modes ayant ses particularite´s.
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Transforme´e de Fourier feneˆtre´e La repre´sentation la plus simple est assez proche
de la me´thode d’extraction d’amplitude employe´e pour l’analyse d’une onde monochro-
matique (cf. sous-section 4.3.1) puisqu’elle consiste a` effectuer des transforme´es de Fourier
dans une feneˆtre glissante, c’est a` dire sur des portions de signal d’une dure´e de´termine´e
qui doit eˆtre spe´cifie´e. Les portions de signal peuvent e´ventuellement se superposer. Les
transforme´es de Fourier obtenues pour chaque portion sont juxtapose´es suivant le temps
moyen associe´ a` la portion, pour former le plan temps-fre´quence. Les re´solutions en temps
et en fre´quence de´pendent du choix fait sur la dure´e des portions. Plus cette dure´e est
petite, plus le plan obtenu aura une bonne re´solution en temps et une mauvaise re´solution
en fre´quence et inversement, plus cette dure´e est grande, meilleure sera la re´solution en
fre´quence. On voit donc que le principal proble`me de ce mode de calcul est qu’il ne favorise
qu’une seule e´chelle et qu’il n’est donc pas possible d’avoir a` la fois une bonne re´solution
en temps et en fre´quence. Cette transformation a e´te´ code´e en C++ dans un programme
du nom de LISADA qui effectue l’extraction de la fre´quence et de l’amplitude.
Transforme´e en ondelettes Un autre mode est le calcul par ondelettes [80]. Il consiste
a` convoluer le signal temporel, x(t), par une fonction ψ[t,a](x), de´finie pour chaque temps
et chaque e´chelle. Cette fonction est base´e sur une autre fonction appele´e ondelette, qui
est de´finie sur un domaine fini en temps et en fre´quence. L’e´chelle correspond a` la fre´-
quence modulo une transformation qui de´pend du type d’ondelettes utilise´es. La valeur
de la transforme´e en ondelettes Tψx (t, a) pour un temps t et une e´chelle a, s’obtient par
l’inte´gration suivante :
Tψx (t, a) =
∫
R
1
a
ψ[t,a](τ) x(τ) dτ =
∫
R
1
a
ψ
(
τ − t
a
)
x(τ) dτ (4.86)
L’ondelette utilise´e par la suite est l’ondelette de Morlet, caracte´rise´e par un parame`tre
ω0, typiquement e´gal a` 50, repre´sentant le nombre d’oscillations dans l’ondelette. Cette
ondelette est bien adapte´e a` l’e´tude de signaux pe´riodiques. Elle est de´finie par :
ψ(τ) = π−1/4 ei ω0 τ e−τ
2/2 (4.87)
et la correspondance entre fre´quence et e´chelle est :
f =
ω0 +
√
2 + ω20
4πa
(4.88)
Le calcul de la transforme´e en ondelettes discre`te a e´te´ code´ en C++ dans le programme
LISADA [79]. Ce calcul est re´alise´ en passant par l’espace de Fourier ou` la convolution
devient une simple multiplication. Pour chaque e´chelle a` prendre en compte, on calcule
donc la transforme´e de Fourier de la transforme´e en ondelettes par une multiplication
entre la transforme´e de Fourier du signal et celle de l’ondelette, soit :
T˜ψx (t, a) = C
norm
T
N−1∑
k=0
x˜k ψ˜∗(a ωk) avec ωk =
2πk
N
et CnormT =
√
2πa0
∆t
(4.89)
ou` N est le nombre de donne´es, ∆t, leur pas de temps et CnormT , une constante qui
normalise en amplitude, en se basant sur la premie`re e´chelle e´tudie´e a0. Ensuite, par une
4.4. Analyse d’une binaire de trous noirs super-massifs (chirp) 175
transforme´e de Fourier inverse, on obtient la transforme´e en ondelettes dans le domaine
temporel pour l’e´chelle conside´re´e. Les coefficients temps-fre´quence correspondant a` la
transforme´e en ondelette sont complexes et l’information est donc contenue a` la fois dans
la norme et dans la phase de ces coefficients. La figure 4.5 repre´sente le plan temps-
fre´quence obtenu par la norme de la transforme´e en ondelettes de Morlet pour le signal
TDI Michelson X du MLDC 2.2 training. On constate que les re´solutions en temps et en
fre´quence sont excellentes. En effet, la transforme´e en ondelettes correspond, en quelques
sortes, a` une recherche du motif de l’ondelette adapte´ a` l’e´chelle observe´e. Sur cette
figure les chirps apparaissent comme des areˆtes a` basse fre´quence, c’est a` dire des courbes
continues au niveau de laquelle il y a un exce`s de puissance6. On remarque e´galement, a`
haute fre´quence, la domination du fond Galactique. C’est ce mode de repre´sentation qui
sera le plus utilise´ par la suite.
Distribution de Wigner-Ville Le troisie`me mode de calcul des repre´sentations temps-
fre´quence est la distribution de Wigner-Ville qui s’obtient par :
wx(t, f) =
∫
x
(
t+
τ
2
)
x∗
(
t− τ
2
)
e−2piifτdτ (4.90)
La particularite´ de ce mode de calcul est qu’il repre´sente les sur-densite´s de puissance
comme un Dirac, c’est a` dire une ligne tre`s fine. Cependant si plusieurs signaux puissants
sont pre´sents, ils interfe`rent, ce qui engendre des signaux parasites. Ce mode de calcul est
utilise´ pour la recherche de chaˆıne de chirplets (cf. sous-section 4.4.3).
Ces diffe´rents modes de repre´sentation temps-fre´quence seront utilise´s par la suite pour
rechercher et extraire le signal de l’onde gravitationnelle dans les donne´es de LISA.
4.4.2 Me´thode d’extraction par ajustements de pic en fre´quence
pour diffe´rents temps
Cette me´thode d’extraction du signal gravitationnel d’un chirp consiste a` rechercher
la signature du signal en fre´quence, dans des coupes du plan temps-fre´quence effectue´es
pour chaque pas de temps. Le signal gravitationnel e´voluant lentement en fre´quence et
en amplitude, il s’approxime, dans l’intervalle temporel correspondant a` un pas de temps,
par une fonction monochromatique de fre´quence fOG et d’amplitude AOG constante. Le
signal gravitationnel d’un chirp apparaˆıt alors dans chaque coupe en fre´quence comme un
pic dont la forme de´pend du mode de calcul du plan temps-fre´quence. Cette me´thode est
similaire a` celle employe´e pour l’extraction de l’amplitude d’une onde monochromatique
a` la diffe´rence pre`s qu’elle doit aussi de´terminer la fre´quence du signal.
Si le plan temps-fre´quence est calcule´ par transforme´e de Fourier feneˆtre´e, le pic du
signal du chirp est une fonction de Dirac :
T Fourr. fen.x (f) = x˜(f) =
AOG(ti)
2
δ(f − fOG) (4.91)
6La position du maximum de puissance dans le plan temps-fre´quence ne correspond pas rigoureusement
a` la localisation exacte du chirp mais en est tre`s proche [80].
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Pour chaque temps, il s’agit alors de repe´rer le pic dans la coupe en fre´quence et d’ex-
traire sa fre´quence et son maximum d’amplitude. L’amplitude du signal gravitationnel
seul s’obtient, au temps conside´re´, en soustrayant au maximum d’amplitude, le niveau de
bruit estime´ par une moyenne autour du pic. Cependant, le pic est e´largi car le signal
chirp n’est pas parfaitement constant en fre´quence et en amplitude dans un intervalle de
temps. Pour re´duire cet e´largissement et mieux de´terminer la fre´quence et l’amplitude du
pic, il faudrait re´duire l’intervalle de temps, c’est a` dire la dure´e de la portion de signal
sur laquelle est effectue´e la transforme´e de Fourier. Mais, si cette dure´e est trop faible, le
signal n’est pas suffisamment inte´gre´ pour apparaˆıtre comme un pic visible.
Ce proble`me n’apparaˆıt pas si le plan temps-fre´quence est calcule´ par transforme´e
en ondelettes puisque c’est une repre´sentation continue en fre´quence, et ou` l’intervalle en
temps est celui du flux de donne´es. Le pic correspondant au chirp de l’onde gravitationnelle
est une gaussienne car la norme de la transforme´e en ondelette de Morlet d’un signal
monochromatique est7 :∣∣Tψx (t, a)∣∣ = CnormT AOG(t)2 π−1/4 e− (2piafOG−ω0)22 (4.92)
Pour chaque temps il s’agit alors d’ajuster une fonction gaussienne comme le montre la
figure 4.6. La fre´quence centrale de la gaussienne correspond a` la fre´quence du signal
gravitationnel pour le temps conside´re´. Son maximum d’amplitude, corrige´ du niveau
de bruit, correspond a` l’amplitude du signal gravitationnel en conside´rant la formula-
tion (4.92). L’ajustement est effectue´ par minimisation du χ2 suivant l’algorithme de
Levenberg-Marquardt (cf. partie de la sous-section 4.4.7.2). Cet ajustement fournit une
estimation de la fre´quence et de l’amplitude ainsi que les barres d’erreurs associe´es. Cet
extraction dans le plan d’ondelettes par ajustement d’une gaussienne est l’une des deux
principales me´thodes qui ont e´te´ utilise´es, car elle permet d’obtenir une e´volution quasi-
continue de la fre´quence et de l’amplitude.
Cette me´thode est manuelle car elle exige une intervention exte´rieure au contraire
des me´thodes dites automatiques. En effet, quelque soit le mode de repre´sentation, il est
ne´cessaire d’initialiser la recherche a` la main avant d’appliquer la de´tection de maximum
ou l’ajustement de gaussienne. Pour l’extraction dans le plan d’ondelettes, cela repre´sente
un travail assez lourd puisqu’il y a un grand nombre de temps a` traiter. Ce travail a
e´te´ en partie automatise´ en utilisant le fait que le pic e´volue peu entre deux temps.
L’initialisation se fait alors a` partir des parame`tres du pic e´tudie´ pour le temps voisin et
on suit ainsi de proche en proche l’e´volution du chirp. Mais dans les zones ou` le signal
gravitationnel est trop faible ce syste`me ne fonctionne plus et il est a` nouveau ne´cessaire
d’estimer manuellement la localisation du pic.
Le pic est facilement identifiable sur des domaines limite´s en temps qui correspondent
ge´ne´ralement aux zones ou` la trace du signal gravitationnel est visible sur la repre´senta-
tion temps-fre´quence. Mais pour le reste des temps, il est difficile d’estimer sa position. Il
7En effet, pour une ondelette de Morlet, on a :
x˜(ω)ψ˜∗(aω) =
AOG(t)
2
pi−1/4e−
(2piafOG−ω0)
2
2 seulement si ω = ωOG = 2pifOG
et la transforme´e en ondelettes s’obtient simplement par la transforme´e de Fourier inverse de x˜(ω)ψ˜∗(aω)
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Fig. 4.6: Ajustement d’une fonction gaussienne sur le pic correspondant au chirp du signal
gravitationnel dans une coupe en fre´quence du plan temps-fre´quence du signal TDI Michelson
X du MLDC 2.2 training. Cette coupe correspond au temps 3, 6479× 107 secondes et le pic est
celui de l’onde gravitationnelle SMBH3 c’est a` dire celle e´mise par le syste`me binaire coalescent
a` environ 4, 4× 107s sur la figure 4.5.
est ne´anmoins important d’avoir des valeurs d’amplitude pour le plus de temps possible,
de fac¸on a` obtenir une estimation pre´cise de la position par l’ajustement de l’e´volution
d’amplitude (cf. sous-section 4.4.7). Pour de´terminer le lieu des pics, on s’aide alors de
l’e´volution en fre´quence. En effet, cette e´volution pour un signal chirp de binaire spi-
ralante est re´gulie`re et a peu de degre´s de liberte´. Il est alors possible de l’ajuster de
manie`re satisfaisante a` partir d’un ensemble restreint de valeurs de fre´quence (cf. sous-
section 4.4.6). Cet ajustement permet d’extrapoler la position des pics qui n’e´taient pas
clairement visibles et d’estimer ainsi leur amplitude. Un “nettoyage” de cette estimation
permet d’e´liminer les discontinuite´s et de mettre en accord l’estimation et son erreur, avec
le niveau de bruit8.
Cette me´thode utilise´e avec la transforme´e en ondelettes fournit une estimation cor-
recte des e´volutions en fre´quence et en amplitude. Cependant, il est ne´cessaire de guider
cette estimation, ce qui a pour conse´quence une mise en oeuvre relativement longue.
4.4.3 Me´thode d’extraction par la recherche de la meilleure
chaˆıne de chirplets (Best Chirplets Chain : BCC )
Cette me´thode du nom de Best Chirplet Chain (BCC ), recherche automatiquement
un chirp dans un flux de donne´es. Elle a e´te´ mise en place par Eric Chassande-Mottin et
8D’une part, on e´limine les erreurs d’ajustement (par exemple amplitude ne´gative) et d’autre part, on
re´e´value les erreurs d’estimation pour qu’elles soient supe´rieures ou e´gales au niveau de bruit.
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Archana Pa¨ı [29] pour la de´tection d’ondes gravitationnelles inconnues dans les donne´es
des de´tecteurs terrestres tel que Virgo. J’ai re´cemment travaille´ en collaboration avec
Olivier Rabaste pour adapter cette me´thode a` l’analyse des donne´es de LISA.
Le mode`le de chirp recherche´ par la me´thode BCC est de la forme :
s(t) = A cos(ϕ(t) + φ0) (4.93)
avec deux conditions de re´gularite´ sur la fre´quence instantane´e fc(t) qui sont :∣∣∣∣dfcdt
∣∣∣∣ ≤ N1 et ∣∣∣∣d2fcdt2
∣∣∣∣ ≤ N2 avec fc(t) = 12π dϕdt (4.94)
Un chirp ve´rifiant les deux conditions suivantes est dit admissible. La de´tection d’un chirp
revient a` maximiser sur l’ensemble des chirps admissibles, le rapport de vraisemblance
Λ(x) qui correspond a` la corre´lation entre les donne´es x(t) et le chirp s(t) conside´re´e :
Λ(x) ∝
∣∣∣∣∫ x(t)s∗(t)dt∣∣∣∣2 (4.95)
Un chirp a des proprie´te´s temps-fre´quence marque´es. Son expression est particulie`rement
simple dans des espaces temps-fre´quences particuliers. Ainsi la transformation de Wigner-
Ville (cf. sous-section 4.4.1) d’un chirp s’e´crit simplement :
wx(t, f) ∼ δ(f − fc(t)) (4.96)
D’autre part cette transformation est unitaire, c’est a` dire :∣∣∣∣∫ x(t)s∗(t)dt∣∣∣∣2 = ∫ ∫ wx(t, f)ws(t, f) dt df (4.97)
Dans l’espace temps-fre´quence, Λ(x) se re´e´crit alors comme une inte´grale de chemin :
Λ(x) ∼
∫
wx(t, fc(t))dt (4.98)
L’espace des chirps admissibles e´tant continu, il est ne´cessaire de le discre´tiser. Cela
peut se faire comme indique´ sur le sche´ma 4.7. Dans cette, on peut alors construire des
chaˆınes de chirplets, une chirplet e´tant un chirp line´aire en fre´quence reliant deux points
voisins de l’espace discre´tise´. Tout chirp admissible peut alors eˆtre approxime´ dans l’espace
des chaˆınes de chirplets par la chaˆıne ge´ome´triquement la plus proche.
La maximisation du rapport de vraisemblance sur l’ensemble des chaˆınes de chirplets
admissibles revient alors a` maximiser une inte´grale de chemin :
Λ(x) =
∑
k
∫ tk+1
tk
wx(t, f
k
c (t))dt (4.99)
ou` fkc (t) est l’e´volution line´aire de fre´quence de la chirplet correspondant a` l’intervalle
temporel [tk, tk+1]. Ce proble`me d’optimisation a l’avantage de pouvoir eˆtre re´solu en un
temps polynomial par la programmation dynamique.
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Fig. 4.7: Sche´ma explicatif de la recherche de la chaˆıne de chirplet approximant au mieux le
chirp dans le plan temps-fre´quence discre´tise´. Une chirplet est une ligne reliant deux points.
Les deux zones repre´sentent le domaine de recherche de la troisie`me chirplet restreint par la
contrainte sur la de´rive´e premie`re (zone pleine rouge) et la de´rive´e seconde de la fre´quence (zone
hachure´e verte).
La me´thode BCC, revient finalement a` calculer la distribution de Wigner-Ville du flux
de donne´es puis a` rechercher par programmation dynamique la chaˆıne de chirplets qui
maximise l’inte´grale de chemin dans le plan temps-fre´quence. Cette chaˆıne de chirplets,
dite “meilleure chaˆıne de chirplets” (ou Best Chirplets Chain) qui fournit alors une es-
timation de l’e´volution fre´quentielle du chirp. L’ensemble de ces ope´rations est effectue´
par un ensemble de programmes e´crits dans le langage du logiciel octave et C++ par E.
Chassande-Mottin et O. Rabaste.
Pour la de´tection des chirps dans les donne´es de LISA, les contraintes sur le mode`le
de chirp ont e´te´ modifie´es pour ne conside´rer que les variations croissantes de la fre´quence
et les variations croissantes de la de´rive´e de la fre´quence, soit :
0 ≤ df
dt
≤ N1 et 0 ≤ d
2f
dt2
≤ N2 (4.100)
La me´thode BCC de´termine l’e´volution en fre´quence du chirp mais pas son e´volution
en amplitude. L’estimation de l’amplitude est donc effectue´e apre`s coup. Pour cela, on
suppose que l’amplitude est constante par morceau, d’ou` le mode`le suivant :
s(t) =
∑
k
Ak cos(ϕ̂(t) + φk) H[kTa,(k+1)Ta](t) (4.101)
ou` ϕ̂(t) est la phase de la chaˆıne de chirplets estime´e par BCC, φk la phase initiale
estime´e [29] de la portion de signal, et H[t1,t2](t) est la fonction indicatrice, e´gale a` 1 si
t ∈ [t1, t2] et 0 ailleurs. La dure´e sur laquelle l’amplitude est constante, Ta, est un multiple
entier du pas de temps utilise´ pour discre´tiser l’espace des chirps. Pour chaque pas de
temps, l’amplitude Ak est estime´e au sens du maximum de vraisemblance.
La me´thode BCC a e´te´ de´veloppe´e pour la de´tection d’ondes gravitationnelles dans les
donne´es des de´tecteurs terrestres qui n’ont vraisemblablement qu’une seule onde a` de´tecter
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a` la fois. Ce n’est pas le cas de LISA qui verra un grand nombre d’ondes gravitationnelles
simultane´ment. Il est donc ne´cessaire d’adapter cette me´thode en vue de cette de´tection
multiple. Un premier test a e´te´ effectue´ par Olivier Rabaste qui a applique´ un algorithme
ite´ratif de soustraction des chirps. Une fois la transformation de Wigner-Ville calcule´e, on
cherche dans les donne´es x0(t), un premier chirp, c1(t), de la forme (4.101) en estimant son
amplitude. On soustrait alors aux donne´es temporelles x0(t), le chirp c1(t) pour obtenir
le signal re´siduel x1(t). On cherche ensuite un nouveau chirp c2(t) dans la distribution
de Wigner-Ville des donne´es x1(t) et ainsi de suite. De meˆme, on estime ainsi chaque
chirp cn(t) a` partir des signaux re´siduels xn(t) = xn−1(t)− cn(t). La figure 4.8 montre le
re´sultat de l’extraction de deux chirps dans les donne´es TDI Michelson X du MLDC 2.2
training. La limite de cette me´thode de soustraction re´side dans la qualite´ de l’e´limination
des chirps car s’il ne sont pas parfaitement soustraits, l’e´nergie re´siduelle peut perturber
la de´tection.
Fig. 4.8: Repre´sentation de la meilleure chaˆıne de chirplets pour deux chirps obtenus a` partir de
l’algorithme de soustraction de chirps : le premier chirp trouve´ est celui en tirets noirs a` gauche
et le deuxie`me en trait plein rouge au centre. Ces re´sultats sont superpose´s a` la repre´sentation
temps-fre´quence par la transforme´e en ondelettes de Morlet.
Cette me´thode fonde´e sur une analyse rigoureuse fournit rapidement une bonne esti-
mation de l’e´volution en amplitude et en fre´quence des chirps. Contrairement a` la me´thode
pre´ce´dente d’ajustement des pics, la me´thode BCC pre´sente le gros avantage d’eˆtre com-
ple`tement automatique. Le travail effectue´ jusqu’a` pre´sent n’est qu’un travail pre´liminaire
qui devrait se poursuivre par une ame´lioration de l’application de la BCC au cas des
binaires de trous noirs super-massifs et par extension au cas plus complexe des EMRIs.
4.4. Analyse d’une binaire de trous noirs super-massifs (chirp) 181
4.4.4 Me´thode d’extraction par la recherche d’une areˆte dans la
transforme´e en ondelettes
Cette troisie`me me´thode d’extraction recherche une areˆte dans le plan temps-fre´quence
en ondelettes, en utilisant le fait que la phase d’une areˆte soit stationnaire [80] [26] [27]
[28]. J’ai applique´ cette me´thode au cas des chirps avec l’aide de Jean-Yves Vinet et j’ai
effectue´ quelques tests de son efficacite´.
Dans le plan en ondelettes, l’areˆte est forme´e par un ensemble de points stationnaires,
c’est a` dire que la fre´quence instantane´e de l’areˆte fr(t) est e´quivalente a` la de´rive´e de la
phase de la transforme´e en ondelettes au niveau de l’areˆte. La fre´quence instantane´e e´tant
difficile a` de´finir, on pre´fe`re utiliser l’e´chelle instantane´e de l’areˆte ar(t). L’areˆte est donc
de´finie par :
2πfr(t) ≃
φ′ψ(0)
ar
= φ′Tψ(t) =
∂ arg[Tψx (t, ar)]
∂t
∣∣∣∣
arete
(4.102)
ou` φψ(0) est la phase de l’ondelette et φTψ(t) la phase de la transforme´e en ondelettes.
Sachant que la phase est e´gale a` la partie imaginaire du logarithme, la de´finition de
l’areˆte (4.102) correspond a` :
Im
[
∂t T
ψ
s (t, ar)
Ts(t, ar)
]
=
φ′ψ(0)
ar
(4.103)
A partir de cette proprie´te´ (4.103) de l’areˆte, on construit un algorithme ite´ratif qui
permet de de´terminer l’e´chelle ar(t) de l’areˆte au temps t :
1. on se donne une fre´quence de de´part f0 pour laquelle on de´termine l’e´chelle corres-
pondante par la formule (4.88),
2. on calcule la nouvelle e´chelle a1, par la formule : a1(t) = F (a0(t), t) ou`
F (a, t) =
φ′ψ(0)
Im
[
∂t T
ψ
s (t,a)
Ts(t,a)
] (4.104)
3. on re´pe`te l’ite´ration ai+1(t) = F (ai(t), t) tant que l’e´cart relatif entre ai+1 et ai est
supe´rieur a` la pre´cision souhaite´e.
Le calcul de la de´rive´e de la transforme´e en ondelettes correspond au produit de
convolution suivant :
∂t T
ψ
s (t, a) =
∫
R
ψ′[t,a](τ) x(τ)dτ avec ψ
′
[t,a](τ) = −
1
a2
ψ′
(
t− τ
a
)
(4.105)
Comme pour la transforme´e en ondelettes, le calcul se fait dans l’espace de Fourier discret,
en remplac¸ant ψ˜∗(a ωk) par ψ˜′
∗(a ωk) dans la formulation (4.89).
La fre´quence initiale f0 ne doit pas eˆtre choisie trop loin de la fre´quence re´elle de l’areˆte
pour que cet algorithme converge vers cette fre´quence. La situation est similaire a` celle de
la me´thode d’ajustement des pics dans le plan d’ondelettes car il est ne´cessaire d’appliquer
l’algorithme pour tous les pas de temps. La solution utilise´e pour cette me´thode est donc
identique, c’est a` dire qu’on utilise le re´sultat du pas de temps voisin comme initialisation
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du nouveau pas de temps. Les premiers tests montrent des erreurs de discontinuite´ sur
l’estimation de l’e´volution en fre´quence (cf. figure 4.9).
L’estimation de l’amplitude est simplement effectue´e en conside´rant les valeurs de l’am-
plitude dans le plan temps-fre´quence correspondant au point de l’e´volution pre´ce´demment
de´termine´e. L’e´volution de l’amplitude obtenue est entache´e d’erreurs, notamment parce
que le bruit n’est pas conside´re´. Cette me´thode n’e´tant pas assez pre´cise pour estimer
l’amplitude, une me´thode d’estimation plus fine sera dans l’avenir ne´cessaire.
Les quelques tests effectue´s avec cette me´thode utilisant la stationnarite´ de l’areˆte
donne des re´sultats prometteurs mais de nombreux points restent encore a` ame´liorer.
Une des pistes d’ame´lioration repose sur une estimation conjointe de la fre´quence et de
l’amplitude.
4.4.5 Re´sultats de l’extraction du signal par les diffe´rentes me´-
thodes
Les trois me´thodes d’extraction du signal gravitationnel chirp de´taille´es pre´ce´demment
ont e´te´ applique´es sur le flux de donne´es TDI Michelson X du training du MLDC 2.2.
Les re´sultats obtenus pour l’extraction de l’e´volution en fre´quence sont pre´sente´s sur la
figure 4.9 et ceux obtenus pour l’extraction de l’e´volution en amplitude sur la figure 4.10.
Sur la figure 4.9, on observe que seul une partie de l’e´volution en fre´quence a e´te´
de´termine´e par la me´thode d’ajustement des pics. Pour les autres temps, le pic n’a pu
eˆtre de´termine´ en raison de la faiblesse du signal gravitationnel. Cette portion d’e´volution
suffit ne´anmoins a` effectuer un ajustement correct de l’e´volution fre´quentielle qui permet
ensuite d’extrapoler la position des pics non-de´termine´s et ainsi d’obtenir une estimation
de l’amplitude pour tous les temps, comme on peut le voir sur la figure 4.10. Les barres
d’erreurs correspondent aux incertitudes sur les parame`tres re´sultant de l’ajustement des
pics. Pour ces temps ou` le pic n’est pas clairement visible, on effectue un ajustement de
pic en fixant la fre´quence et on obtient ainsi une estimation de l’amplitude. Le de´calage
avec l’e´volution d’amplitude the´orique est duˆ aux bruits encore pre´sents dans les valeurs
estime´es.
La me´thode BCC de´termine correctement la position du chirp dans le plan temps-
fre´quence pour tous les temps supe´rieures a` 2× 107 secondes. Pour les temps pre´ce´dents,
les fre´quences qu’elle estime sont trop basses. Cela est duˆ a` la remonte´ du bruit a` basse
fre´quence, qui perturbe alors la recherche de la meilleure chaˆıne de chirplet. Ces re´sultats
ont e´te´ obtenus avant la mise en place de la me´thode de soustraction et donc, pour e´viter
que la me´thode BCC ne de´tecte un premier chirp plus puissant, les donne´es infe´rieures a`
1, 1×107 Hertz ont e´te´ e´limine´es. L’e´volution d’amplitude estime´e est tout a` fait similaire
a` celle obtenue par la me´thode des pics (cf. figure 4.10), mais l’avantage de cette me´thode
est que l’extraction du signal est faite automatiquement en quelques minutes !
L’extraction de l’e´volution fre´quentielle en utilisant la stationnarite´ en phase de l’areˆte
pre´sente de nombreuses discontinuite´s bien visibles sur la figure 4.9. Pour limiter ces
discontinuite´s, la fre´quence d’initialisation de chaque recherche est re´ajuste´e manuellement
en se basant sur l’estimation faite avec la me´thode des pics. Cette application est donc
plus un test qu’un vrai re´sultat. Ne´anmoins cette me´thode me´rite d’eˆtre ame´liore´e car elle
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Fig. 4.9: Estimations de l’e´volution en fre´quence du chirp central (SMBH3) du MLDC 2.2
training obtenues par les trois me´thodes d’extraction du signal applique´es au flux de donne´es
TDI Michelson X. Les points verts associe´s a` des barres d’erreurs repre´sentent l’estimation
obtenue par la me´thode d’ajustement des pics dans le plan d’ondelettes, les pointille´s rouges,
celle obtenue par la me´thode BCC et les tirets roses , celle obtenue par la stationnarite´ en phase
de l’areˆte dans le plan d’ondelettes. A titre de comparaison, l’e´volution the´orique obtenue par la
formule analytique (cf. sous-section 4.4.6) avec les vraies valeurs des parame`tres est repre´sente´e
par la courbe en trait plein bleu. Le graphique en encart est un zoom sur la zone autour de
3, 8 × 107 s ou` le signal gravitationnel du chirp est trop faible pour que les pics en fre´quence
soient visibles.
permet de trouver correctement l’areˆte du chirp pour de nombreux cas.
En conclusion, deux me´thodes permettent aujourd’hui d’extraire efficacement un signal
gravitationnel en forme de chirp, et une troisie`me me´thode reste a` ame´liorer. Dans les
domaines en temps ou` le signal est bien visible sur le plan temps-fre´quence, les trois
me´thodes estiment correctement le signal mais, pour les domaines ou` il n’est pas bien
visible, seule la me´thode BCC trouve en partie le signal sans plus d’hypothe`se alors
que la me´thode d’ajustement des pics ne´cessite d’eˆtre guide´e par la forme the´orique de
l’e´volution fre´quentielle. Ces re´sultats correspondant a` la premie`re application sur un cas
particulier, de me´thodes d’extraction en cours de de´veloppement, ils ne permettent pas
de tirer des conclusions globales qui ne´cessiteraient alors une optimisation des me´thodes
et une e´tude plus large.
4.4.6 Ajustement de l’e´volution en fre´quence
Pour pouvoir ajuster l’e´volution en amplitude, il est au pre´alable ne´cessaire d’ajuster
l’e´volution en fre´quence pour diffe´rentes raisons e´nume´re´es ci-dessous.
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Fig. 4.10: Estimations de l’e´volution en fre´quence du chirp central (SMBH3) du MLDC 2.2
training obtenues par les trois me´thodes d’extraction du signal applique´es au flux de donne´es
TDI Michelson X. Les points verts associe´s a` des barres d’erreurs repre´sentent l’estimation
obtenue par la me´thode d’ajustement des pics dans le plan d’ondelettes, les pointille´s rouges,
celle obtenue par la me´thode BCC et les tirets roses , celle obtenue par la stationnarite´ en phase
de l’areˆte dans le plan d’ondelettes. A titre de comparaison, l’e´volution the´orique obtenue par la
formule analytique (cf.sous-section 4.4.6) avec les vraies valeurs des parame`tres est repre´sente´e
par la courbe en trait plein bleu.
– L’e´volution de l’amplitude dans le cas d’un chirp re´sulte de la composition de deux
effets qui sont la modulation d’amplitude due aux mouvements de LISA, identique a`
celle du signal d’une onde monochromatique, et l’e´volution croissante de l’amplitude
de l’onde gravitationnelle propre au chirp. Cette e´volution d’amplitude propre au
chirp de´pend de l’e´volution en fre´quence et donc la de´termination des parame`tres
caracte´ristiques de l’e´volution en fre´quence re´duit l’espace des parame`tres d’ajuste-
ment de l’e´volution en amplitude.
– L’e´volution en fre´quence n’ayant que peu de degre´ de liberte´, il est possible de
l’ajuster avec peu de donne´es, de manie`re suffisante pour ensuite extrapoler dans le
plan temps-fre´quence le lieu des points ou` le signal est difficilement de´tectable et
ainsi, guider les estimations de l’amplitude (cf. sous-section 4.4.2).
– Enfin l’e´volution en fre´quence fournit des informations sur certains parame`tres de
la source de l’onde gravitationnelle.
On rappelle que le signal chirp correspond a` la phase spiralante d’une binaire dont les
deux corps sont de masses similaires. Cette phase est de´crite par le mode`le Post-Newtonien
expose´ dans la section 1.5.2. La forme analytique de l’e´volution en fre´quence utilise´e pour
l’ajustement est alors l’e´quation (1.99) qui de´crit la fre´quence dans l’approximation 2.5
PN. L’e´volution en fre´quence de´pend uniquement de trois parame`tres qui sont :
– tcoal : le temps de coalescence, c’est a` dire le temps entre le de´but de l’observation
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du signal et la coalescence de la binaire,
– mtot : la masse totale de la binaire (mtot = mA +mB),
– ν : le rapport de masses (ν = mAmB/m
2
tot) qui par de´finition est infe´rieur a` 0,25.
Le signal gravitationnel e´tant extreˆmement puissant au niveau de la coalescence, l’es-
timation du temps de coalescence se fait visuellement sur la se´rie de donne´es temporelle
ou sur une repre´sentation dans le plan temps-fre´quence. L’estimation fine du temps de
coalescence ainsi que l’ajustement des deux autres parame`tres sont effectue´s par une mini-
misation du χ2 en utilisant l’algorithme de Levenberg-Marquardt (cf. sous-section 4.4.7.2).
Pour appliquer cette algorithme, l’e´volution en fre´quence (1.99) a e´te´ de´rive´e par rapport
aux trois parame`tres d’ajustement. Un des proble`mes est que ν et mtot sont corre´le´s. On
effectue alors plusieurs ajustements en fixant alternativement l’un des deux parame`tres.
4.4.7 Ajustement de l’enveloppe
A partir des donne´es d’e´volution d’amplitude obtenues par une des me´thodes d’extrac-
tion du signal, et en s’appuyant sur les re´sultats obtenus par l’ajustement en fre´quence,
l’enveloppe est ajuste´e. Cet ajustement est le point central de notre me´thode d’analyse
qui vise, rappelons-le, a` estimer la position de la source.
4.4.7.1 Mode`le et parame`tre de l’enveloppe
Le mode`le utilise´ pour l’e´volution d’amplitude est la composition de deux effets : d’une
part, la modulation d’amplitude induite par le mouvement de LISA sur laquelle repose
notre me´thode d’estimation de la position et d’autre part, l’e´volution d’amplitude propre
a` l’onde gravitationnelle en forme de chirp. La modulation d’amplitude globale a e´te´
de´veloppe´e dans la sous-section 4.2.4 et s’exprime par la formulation (4.83). Le mode`le de
chirp utilise´ dans cette formulation est expose´ dans l’hypothe`se 4.2.3. Il est de´crit par trois
fonctions temporelles, une pour la phase φ(t) et une pour chaque composante d’amplitude
hB+0(t) et hB×0(t) , ainsi que par deux variables qui sont les phases initiales de chaque
composante ΦB+0 et ΦB×0. Les fonctions temporelles sont donne´es par le mode`le physique
utilise´ pour de´crire le chirp.
De la meˆme manie`re que pour l’e´volution en fre´quence, le mode`le physique utilise´ est
l’approximation 2.5 PN en phase et 1 PN en amplitude, qui de´crit la phase spiralante
d’une binaire dont le rapport de masses des deux objets est faible, ces deux objets e´tant
des trous noirs super-massifs dans le cas des chirps a` basse fre´quence dont il est question
ici. Le signal gravitationnel qui a e´te´ extrait correspond a` l’harmonique la plus puissante,
c’est a` dire la deuxie`me. La formulation utilise´e pour de´crire la phase Φ(t) est alors le
double de la phase a` 2.5 PN donne´e par l’expression (1.90). Le mode`le de chirp utilise´ est
celui des expressions (1.100) et (1.101) restreintes a` la seconde harmonique. De plus, il
est ne´cessaire de tenir compte de l’angle de polarisation ψ qui, par les e´quations (1.127),
exprime la de´formation dans le re´fe´rentiel barycentrique a` partir de celles dans le re´fe´rentiel
canonique de l’onde. Les relations utilise´es pour obtenir les e´volutions d’amplitude propres
a` l’onde conside´re´e sont donc similaires aux relations (4.52), (4.53), (4.54) et (4.55), c’est
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a` dire :
hB+0(t) cosΦB+0 = h0(t) h+2(t) cos (2ψ) (4.106)
hB+0(t) sinΦB+0 = −2 h0(t) h×2(t) sin (2ψ) (4.107)
hB×0(t) cosΦB×0 = 2h0(t) h×2(t) cos (2ψ) (4.108)
hB×0(t) sinΦB×0 = − h0(t) h+2(t) sin (2ψ) (4.109)
ou` hB+0(t), hB×0(t), ΦB+0 et ΦB×0 sont les parame`tres du chirp de´finis en (4.2.3), h+2
et h×2 sont les amplitudes correspondant a` la deuxie`me harmonique de´finies parmi les
expressions (1.102) et h0(t) est l’e´volution temporelle de l’amplitude, de´finie par :
h0(t) =
2 c ν mtot,t
r
(mtot,t ω(t))
2/3 (4.110)
ou` mtot,t = mtotG/c
3 est la masse dimensionne´e a` un temps, ω est donne´ par l’expres-
sion (1.92) et r est la distance entre la source et le de´tecteur. A partir des relations (4.83),
(4.108), (4.109), (4.108) et (4.109), et en conside´rant l’amplitude dans l’approximation 1
PN9, on obtient l’expression de l’enveloppe a` ajuster suivante :
EXi(t) = C
′2 (tk)
[
ρ+ F
2
i,+(t) + ρ× F
2
i,×(t) + ρ+× Fi,+(t) Fi,×(t)
]
(4.111)
avec
C ′2 = 16 L2 Φ˙′
2
(tk) h
2
0 (tk) sin
2 (φ′ (tk)− φ′ (tk − 2L)) (4.112)
ρ+ =
(
1 + cos2 i
)2
cos2 (2ψ) + 4 cos2 i sin2 (2ψ) (4.113)
ρ× =
(
1 + cos2 i
)2
sin2 (2ψ) + 4 cos2 i cos2 (2ψ) (4.114)
ρ+× = −
(
1 + cos2 i
)2
sin (4ψ) (4.115)
ou` tk est de´fini par (4.69) et φ
′ est la phase de l’onde dans l’approximation 2.5 PN, de´crite
par l’e´quation (1.90). Ce mode`le de chirp de´pend de huit parame`tres qui sont :
– θ : la colatitude e´cliptique, c’est a` dire un des angles repe´rant la direction de pro-
pagation de l’onde, qui est incluse dans les facteurs de modulation d’amplitude Fi,+
et Fi,× et dans tk,
– φ : la longitude e´cliptique, l’autre angle repe´rant la direction de propagation, aussi
incluse dans les facteurs de modulation d’amplitude Fi,+ et Fi,× et dans tk,
– ψ : l’angle de polarisation,
– mtot : la masse totale du syste`me binaire, incluse dans h0, ω et φ
′.
– ν : le rapport de masses, inclus dans h0, ω et φ
′,
– tcoal : le temps de coalescence, inclus dans ω et φ
′,
– i : l’inclinaison,
– r : la distance entre la source et le de´tecteur, incluse dans h0.
Ces parame`tres seront estime´s lors de l’ajustement. Cependant tcoal, mtot et ν ont de´ja` e´te´
estime´s par l’ajustement en fre´quence. Dans un premier temps, ils sont donc fixe´s et seuls
les cinq autres parame`tres sont estime´s. Cela revient, d’une certaine manie`re, a` inclure
l’e´volution fre´quentielle dans le mode`le de l’e´volution temporelle du chirp.
9Ce qui revient a` ne conserver que le terme a1+ = −(1 + cos2 i) et a1× = −2 cos i dans les e´qua-
tions (1.102) de h+2 et h×2.
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4.4.7.2 Minimisation du χ2 par l’algorithme de Levenberg-Marquardt
L’ajustement est effectue´ en minimisant le χ2 par l’algorithme de Levenberg-Marquardt.
Cet algorithme est base´ sur celui de´crit dans le chapitre 15.5 du livre Numerical Recipies
[66]. Il utilise les de´rive´es de la fonction a` ajuster pour converger rapidement, dans l’espace
des parame`tres, vers le minimum du χ2, le χ2 e´tant de´fini par :
χ2(−→a ) =
N∑
i=1
[
yi − f(xi;−→a )
σi
]2
(4.116)
ou` N est le nombre de donne´es yi,
−→a le jeu de parame`tres conside´re´ et f la fonction a`
ajuster. La convergence se fait par des pas successifs dans l’espace des parame`tres qui
rapproche a` chaque ite´ration le jeu de parame`tres de celui correspondant au minimum du
χ2. Le pas entre le jeu de parame`tre courant −−→acour et un jeu de parame`tre −−→amin, corres-
pondant a` une valeur plus petite du χ2, est base´ sur une approximation quadratique du
χ2 qui donne le de´placement suivant :
−−→amin = −−→acour +D−1.
[−∇χ2 (−−→acour)] (4.117)
ou` ∇χ2 est le vecteur des de´rive´es partielles premie`res du χ2 et D est la matrice Hessienne
de´finie par les de´rive´es partielles secondes du χ2 :
D ≡ ∂
2χ2
∂ak ∂al
= 2αkl ∇χ2 ≡ ∂χ
2
∂ak
= −2βk (4.118)
La de´termination du pas
−→
δa correspondant a` l’e´quation (4.117) revient a` la re´solution du
syste`me line´aire suivant :
M∑
l=1
αkl δal = βk (4.119)
ou` M est le nombre de parame`tres. Dans le calcul du αkl de´fini par (4.118), les de´rive´es
secondes qui peuvent avoir un effet de´stabilisant sur l’algorithme, n’ont pas e´te´ prises en
compte. La particularite´ de l’algorithme de Levenberg-Marquardt vient de l’introduction
d’un parame`tre λLV qui permet d’acce´le´rer le de´placement dans l’espace des parame`tres
en modulant une augmentation de l’importance des termes diagonaux de la matrice Hes-
sienne, D, c’est a` dire que αkl dans le syste`me (4.119) est remplace´ par α
′
kl de´fini par :
α′jj = αjj(1+λLV ) pour les termes diagonaux et α
′
kl = αkl pour les autres. (4.120)
Ainsi si λLV ≪ 1, on retrouve le cas classique, c’est a` dire un de´placement fin dans l’espace
des parame`tres, alors que si λLV ≫ 1, l’avancement correspond :
δal =
1
λLV αll
βl ≃ constant× βl (4.121)
c’est a` dire que l’on se rame`ne a` un saut suivant le gradient du χ2. A chaque pas, la
proce´dure est alors la suivante :
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1. Calcul du χ2(−→a ) ,
2. Calcul de α′kl en fonction de λLV et calcul de βk ,
3. Re´solution du syste`me d’e´quation line´aire (4.119) avec α′kl a` la place de αkl, pour
obtenir le pas d’avancement
−→
δa ,
4. Calcul du χ2(−→a +−→δa) pour le jeu de parame`tres test −→a +−→δa,
5. Si χ2(−→a +−→δa) ≥ χ2(−→a ), alors on augmente λLV d’un facteur mλ, on rejette le test
et on recommence a` l’e´tape 1 pour une nouvelle ite´ration,
6. Si χ2(−→a + −→δa) < χ2(−→a ), alors on diminue λLV d’un facteur mλ, on accepte le test
et on remplace donc −→a par −→a + −→δa avant de recommencer a` l’e´tape 1 pour une
nouvelle ite´ration.
L’ite´ration est stoppe´e lorsque la valeur de λLV est soit trop faible (infe´rieure a` 10
−8)
soit trop grande (supe´rieure a` 1030 !). Typiquement le facteur mλ est e´gale a` 5 et la valeur
initiale de λLV est 0,0001. Une fois le processus ite´ratif termine´, la matrice de covariance est
calcule´e. Ses termes diagonaux fournissent les erreurs d’estimation de chaque parame`tres
et les termes croise´s fournissent les corre´lations entre ces parame`tres.
Pour que cet algorithme soit efficace, il est pre´fe´rable que les valeurs des parame`tres a`
ajuster soient de l’ordre de 1 a` quelques dizaines. C’est pourquoi, les parame`tres d’angle
sont exprime´s en degre´s et les autres parame`tres sont redimensionne´s.
L’avantage de cet algorithme est qu’il converge rapidement vers un minimum du χ2.
Cependant il peut tomber sur un minimum local et ne jamais trouver le minimum global
comme on le verra dans la suite.
On remarque que l’application de l’algorithme de Levenberg-Marquardt pour l’ajus-
tement de l’enveloppe du signal gravitationnel issue d’une binaire ne´cessite le calcul des
de´rive´es partielles par rapport a` chacun des parame`tres d’ajustement de la fonction f qui
correspond ici a` EXi (cf. e´quation (4.111)), calcul qui est assez lourd dans le cadre du
mode`le Post-Newtonien a` 2.5 PN.
L’utilisation de cet algorithme, introduit au de´part pour l’ajustement de l’e´volution
en amplitude, a e´te´ e´tendue a` la plupart des ajustements effectue´s dans le cadre de cette
me´thode d’analyse, que sont l’ajustement des pics (cf. sous-section 4.4.2), l’ajustement de
l’e´volution en fre´quence (cf. sous-section 4.4.6) et plus re´cemment l’ajustement de l’enve-
loppe dans le cas monochromatique. Ce dernier ajustement consiste a` ajuster l’enveloppe
en estimant les quatre parame`tres que sont β, λ, hB+0 et × hB×010.
4.4.7.3 Application de l’ajustement de la modulation d’amplitude
L’application de l’algorithme de Levenberg-Marquardt dans le cadre de l’ajustement
de l’enveloppe d’un signal gravitationnel e´mis par une binaire est efficace pour trouver
un minimum du χ2. Mais ce minimum n’est pas obligatoirement le minimum global car il
existe plusieurs minima locaux du χ2, essentiellement situe´s dans l’espace des parame`tres
10En effet, la formulation (4.49) a e´te´ code´e en C++ dans le meˆme programme d’analyse que celui
utilise´ pour l’extraction du signal et l’analyse des chirps (programme LISADA). Cependant aucune e´tude
comple`te utilisant l’algorithme de Levenberg-Marquadt pour l’ajustement de l’enveloppe d’une onde mo-
nochromatique n’a encore e´te´ mene´e.
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de position, comme l’illustre la figure 4.11. Cette figure repre´sente la valeur du χ2 pour
l’ensemble des positions possibles, les autres parame`tres e´tant fixe´s a` leur vraie valeur.
Les suites de fle`ches repre´sentent les de´placements, dans l’espace des parame`tres, par
l’algorithme de Levenberg-Marquardt pour diffe´rentes valeurs d’initialisation. On observe
que selon les valeurs d’initialisation, l’algorithme ne converge pas vers les meˆmes minima.
Pour trouver le minimum global, on effectue donc plusieurs minimisation du χ2 pour dif-
fe´rentes valeurs d’initialisation re´gulie`rement espace´es et on retient le minimum global du
χ2. D’autres me´thodes, telles que les me´thodes de recuit, permettent d’obtenir le mini-
mum global lorsque plusieurs minima locaux sont pre´sents, mais vu le faible nombre de
minima dans le cas pre´sent, la me´thode consistant a` effectuer plusieurs minimisation par
l’algorithme de Levenberg-Marquardt est bien suffisante. On remarque sur la figure 4.11
que le minimum secondaire le plus fort correspond a` la direction oppose´e a` celle du mi-
nimum global, ce qui est logique puisque l’inde´termination sur la position, de´ja` e´voque´e
dans le cas monochromatique (cf. sous-section 4.3.2), due a` l’e´quivalence des facteurs de
modulation d’amplitude pour les deux directions oppose´es, est toujours pre´sente. Dans
certains cas, il est donc possible que cette me´thode trouve la direction oppose´e a` la vraie
direction de la source.
✫✪
✬✩
Fig. 4.11: Repre´sentation de la valeur du χ2 en fonction des deux parame`tres de direction de la
source. Les jeux de fle`ches de diffe´rentes couleurs repre´sentent les chemins suivis par l’algorithme
de Levenberg-Marquardt pour diffe´rentes valeurs initiales des parame`tres. Le cercle entoure le
minimum global. Ce plan correspond aux donne´es d’amplitude du chirp central du signal TDI
X du training du MLDC 2.2, extraites par la me´thode d’ajustement des pics.
Plusieurs flux de donne´es sont disponibles. Ils correspondent aux diffe´rents ge´ne´rateurs
TDI qui apportent des informations plus ou moins comple´mentaires selon les ge´ne´rateurs
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utilise´s. Pour exploiter ces diffe´rents apports d’informations, l’ajustement de l’enveloppe
peut-eˆtre effectue´ simultane´ment sur les e´volutions d’amplitude extraites de ces diffe´rents
flux de donne´es. Dans notre e´tude, ce sont les trois ge´ne´rateurs TDI Michelson X, Y et
Z qui ont e´te´ conside´re´s et pour lesquels le mode`le (4.83) a e´te´ de´veloppe´. Si l’on souhaite
e´tudier un autre type de ge´ne´rateur TDI, il suffit de refaire le meˆme type de de´veloppement
que celui pre´sente´ dans les sous-sections 4.2.1 et 4.2.4, en remplac¸ant l’e´quation (4.6) par
celle correspondant au nouveau ge´ne´rateur.
4.4.8 Re´sultats
L’ajustement de l’amplitude a e´te´ applique´ sur les signaux extraits par la me´thode
d’ajustement des pics et sur ceux extraits par la me´thode BCC. On conside`re le meˆme
exemple que dans la sous-section 4.4.5, c’est a` dire le chirp central, dit SMBH3, des
donne´es du training du MLDC 2.2. Les vrais valeurs des parame`tres de ce syste`me binaire
de trous noirs super-massifs sont :
– latitude e´cliptique (ou de´clinaison) de la position de la source :
β = −1, 12534623976 rd = −64, 4775900292◦ ,
– longitude e´cliptique de la position de la source :
λ = 4, 80538306273 rd = 275, 328168438◦,
– polarisation : ψ = 3, 02534914828 rd = 173, 33973775◦,
– masse totale : mtot = 4, 0868034848× 106 M⊙,
– rapport de masse : ν = 0, 2455506253 ,
– temps de coalescence : tcoal = 4, 4470327815× 107 s,
– inclinaison : i = 1, 7054087755 rd = 97, 712725182◦,
– distance de la source : r = 1, 5338226368× 106 kpc.
4.4.8.1 Re´sultats obtenus avec les seules donne´es du ge´ne´rateur Michelson
X
Dans un premier temps, on conside`re les re´sultats obtenus pour un ajustement a` partir
d’une seule e´volution d’amplitude, a` savoir celle extraite du flux de donne´es du ge´ne´rateur
Michelson X.
Test sur les donne´es sans bruit Pour caracte´riser la me´thode d’analyse, on la teste
sur une e´volution d’amplitude extraite d’une simulation sans bruit avec, comme seule
source, la binaire de trous noirs super-massifs SMBH3 (parame`tres ci-dessus). Cette si-
mulation a e´te´ re´alise´e par LISACode, ce qui illustre une des utilisations possibles de
ce simulateur pour l’analyse de donne´es. L’extraction de l’enveloppe est effectue´e par la
me´thode d’ajustement des pics (cf. sous-section 4.4.2) qui s’applique tre`s facilement dans
ce cas, puisqu’a` tous les temps, le pic en fre´quence est parfaitement visible.
Pour l’ajustement en fre´quence, le rapport de masse ν et le temps de coalescence tcoal
ont e´te´ fixe´s a` 0,24 et 4, 447× 107 s, qui est la valeur estime´e sur les donne´es temporelles.
La masse totale obtenue est mtot = 4, 13793 × 106 M⊙. Cette valeur est proche de la
vraie valeur mais ce re´sultat est fortement biaise´ par la valeur fixe´e du rapport de masses,
les deux parame`tres ne pouvant eˆtre ajuste´s simultane´ment du fait de leur trop forte
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corre´lation. Meˆme si l’estimation des parame`tres n’est pas parfaite, elle suffit ne´anmoins
a` guider l’ajustement de l’amplitude.
L’ajustement de l’e´volution d’amplitude obtenu est pre´sente´ sur la figure 4.12. Les
parame`tres estime´s sont :
β = −64, 4562◦ , λ = 275, 565◦ , (4.122)
r = 1, 63514× 106 kpc , i = 97, 9949◦ , ψ = 263, 511◦
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Fig. 4.12: Ajustement de l’enveloppe dans le cas de donne´es d’amplitude sans bruit. Ces donne´es
d’amplitude sont extraites par la me´thode d’ajustement des pics (cf. sous-section 4.4.2), du
signal Michelson X simule´ par LISACode avec comme seule source la binaire TNSM-TNSM
correspondant aux parame`tres de SMBH3. Les parame`tres estime´s sont : β = (−64, 4562◦ ±
0, 0115744◦), λ = (275, 565◦±0, 0204082◦), r = (1, 63514±0, 001388)×106 kpc, i = (97, 9949◦±
0, 0129778◦), ψ = (83, 511◦ ± 0, 00777829◦). Les erreurs indique´es sont celles de la matrice de
covariance.
Les erreurs, fournies par la me´thode d’ajustement et donne´es dans la le´gende de la
figure 4.12, ne tiennent pas compte des erreurs faites sur l’extraction de l’e´volution d’am-
plitudes. Pour estimer l’erreur globale sur l’analyse, on conside`re alors l’e´cart entre les
parame`tres estime´s et les vrais parame`tres :
∆β = 0, 0214◦ , ∆λ = 0, 2368◦ , (4.123)
∆r = 0.025× 106 kpc = 1, 57% , ∆i = 0, 2822◦ , ∆ψ = 0, 1713◦
On peut donc conclure en premie`re approximation que la pre´cision absolue sur l’estimation
de la position avec cette me´thode d’analyse est de l’ordre de 0, 2◦ lorsque l’on conside`re
un seul flux de donne´es. Cette erreur est due aux approximations faites dans le mode`le et
dans l’extraction du signal.
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Application sur les donne´es avec bruit L’application de la me´thode d’analyse aux
donne´es avec bruit, qui sont celles du ge´ne´rateur Michelson X du MLDC 2.2 training, a
e´te´ re´alise´e pour l’e´volution d’amplitude extraite par la me´thode d’ajustement des pics et
pour celle extraite par la me´thode BCC.
Le re´sultat obtenu avec les amplitudes de la me´thode d’ajustement des pics, est pre´-
sente´ sur la figure 4.13. Les e´carts entre les parame`tres estime´s et les vrais parame`tres
sont :
∆β = 4, 8028◦ , ∆λ = 4, 4922◦ , (4.124)
∆r = 0, 56522× 106 kpc = 42, 59% , ∆i = 3, 3682◦ , ∆ψ = 2, 2873◦
On constate que l’erreur sur la position est infe´rieure a` 5◦, ce qui est tout a` fait correct pour
un premier re´sultat, et suffisant pour de´terminer la re´gion du ciel dans laquelle se situe
la source. L’erreur sur l’inclinaison et sur la polarisation n’est que de quelques degre´s,
ce qui est la` aussi raisonnable. Par contre, l’erreur sur l’estimation de la distance est
importante. Elle s’explique par le niveau de bruit important que l’on avait de´ja` constate´
sur la figure 4.10. La distance n’intervenant que comme un facteur sur la modulation
d’amplitude, il est donc normal que son estimation soit errone´e.
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Fig. 4.13: Ajustement de l’enveloppe a` partir des donne´es d’amplitude extraites par la me´-
thode d’ajustement des pics, du chirp central du signal TDI X du training du MLDC 2.2.
Les parame`tres estime´s sont : β = (−69, 2804◦ ± 0, 0532655◦), λ = (270, 836◦ ± 0, 0674687◦),
r = (1, 04439±0, 002763)×106 kpc, i = (94, 3445◦±0, 0310115◦), ψ = (81, 05239◦±0, 0508183◦).
Les erreurs indique´es sont celles de la matrice de covariance
Le re´sultat obtenu avec les amplitudes de la me´thode BCC est pre´sente´ sur la fi-
gure 4.14. Les e´carts par rapport aux vraies parame`tres que l’on obtient sont :
∆β = 0, 5807◦ , ∆λ = 6, 3538◦ , (4.125)
∆r = 0, 718115× 106 kpc = 57, 4238% , ∆i = 2, 1506◦ , ∆ψ = 0, 2677◦
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Les erreurs sur la position sont du meˆme ordre que celle obtenue a` partir de l’e´volu-
tion d’amplitude extraite par ajustement des pics. Cependant la me´thode BCC pre´sente
l’e´norme avantage d’eˆtre obtenue par une me´thode quasi-automatique d’un bout a` l’autre
de la chaˆıne d’analyse ce qui pre´sente un gain de temps conside´rable pour des re´sultats
e´quivalents.
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Fig. 4.14: Ajustement de l’enveloppe a` partir des donne´es d’amplitude extraites par la me´thode
BCC, du chirp central du signal TDI X du training du MLDC 2.2. Les parame`tres estime´s sont
(erreurs de la matrice de covariance) : β = (−65, 0583◦±0, 127058◦), λ = (281, 682◦±0, 109499◦),
r = (0, 891495± 0, 006824)× 106 kpc, i = (99, 8633◦ ± 0, 132953◦), ψ = (83, 072◦ ± 0, 123145◦).
4.4.8.2 Re´sultats obtenus en utilisant les donne´es des autres ge´ne´rateurs Mi-
chelson
Comme on l’a de´ja` mentionne´, il est possible d’utiliser d’autres flux de donne´es pour
effectuer des analyses inde´pendantes ou simultane´es.
L’ajustement simultane´ sur les donne´es de X, Y et Z est illustre´ sur la figure 4.15 Les
e´carts entre vrais parame`tres et parame`tres estime´s sont :
∆β = 0, 8423◦ , ∆λ = 5, 8918◦ , (4.126)
∆r = 0, 63× 106 kpc = 48, 29% , ∆i = 1, 0694◦ , ∆ψ = 8, 3933◦
Sur cet exemple, on constate alors que, meˆme en utilisant les donne´es des trois ge´ne´rateurs
Michelson, l’ame´lioration de l’estimation de la position n’est pas significative.
Les re´sultats obtenus pour l’ensemble des combinaisons d’ajustement possibles des
trois ge´ne´rateurs Michelson, sont re´sume´s dans le tableau 4.2. On ne s’inte´resse ici qu’a`
l’estimation de la position car c’est l’objectif principal de notre me´thode. On constate que
le meilleur re´sultat est obtenu pour l’ajustement simultane´ des e´volutions d’amplitudes
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Fig. 4.15: Ajustement simultane´ des e´volutions d’amplitude extraites par la me´thode BCC,
du chirp central des signal TDI Michelson X, Y et Z du training du MLDC 2.2. Les barres
d’erreurs en vert repre´sentent les donne´es et la courbe en trait plein rouge repre´sente les re´sultats
du fit. Les parame`tres estime´s sont : β = (−63, 6353◦±0, 037721◦), λ = (281, 22◦±0, 0229837◦),
r = (0, 983555± 0, 006824)× 106 kpc, i = (96, 6433◦ ± 0, 0692286◦), ψ = (91, 73◦ ± 0, 0300244◦),
es erreurs indique´es sont celles de la matrice de covariance. A titre de comparaison, l’e´volution
de l’amplitude correspondant aux vraies valeurs de parame`tres a e´te´ repre´sente´e en tirets bleus.
X Y Z X+Y X+Z Y+Z X+Y+Z
Pics ∆β 4, 8◦ 4, 5◦ / 0, 64◦ / / /
∆λ 4, 5◦ 9, 7◦ / 0, 08◦ / / /
BCC ∆β 0, 58◦ 18, 7◦ 0, 28◦ 0, 64◦ 0, 98◦ 1, 27◦ 0, 84◦
∆λ 6, 35◦ 12, 9◦ 1, 19◦ 6, 5◦ 6, 2◦ 5, 5◦ 5, 9◦
Tab. 4.2: Tableau re´sumant les erreurs sur les positions estime´es par les ajustements effectue´s
a` partir des donne´es extraites par la me´thode d’ajustement des pics (Pics) ou par la me´thode
BCC des flux de donne´es des ge´ne´rateurs Michelson X, Y et Z. Les re´sultats dont le titre de
la colonne mentionne une somme de ge´ne´rateurs correspondent a` des ajustements simultane´s
sur plusieurs donne´es d’e´volution d’amplitude. Pour la me´thode d’ajustement des pics, seules
les e´volutions d’amplitude de X et de Y ont e´te´ extraites.
de X et de Y extraites par la me´thode d’ajustement des pics. L’erreur est alors infe´rieure
a` un degre´.
Les re´sultats obtenus avec la me´thode d’extraction BCC sont pre´liminaires car ils
sont tre`s re´cents et ne´cessitent donc d’eˆtre affine´s. On constate ne´anmoins que l’erreur est
importante lorsque la puissance du signal gravitationnel dans les donne´es est faible, comme
c’est le cas pour Y ou` l’erreur de´passe la dizaine de degre´es ! D’autre part l’erreur sur β
est ge´ne´ralement de l’ordre de un degre´ alors que celle sur λ est de l’ordre de plusieurs
degre´s. Cependant ces premie`res tendances obtenues sur un cas particulier ne´cessitent
d’eˆtre confirme´es par une e´tude e´largie.
4.4.9 Conclusion
Les re´sultats pre´sente´s pre´ce´demment correspondent a` l’application de la me´thode sur
un cas particulier. Ils ne permettent donc pas de tirer des conclusions ge´ne´rales sur la
me´thodes d’analyse par modulation d’amplitude applique´e au cas d’un syste`me binaire
4.5. Conclusion et perspectives 195
de trous noirs super-massifs. Ne´anmoins les premiers re´sultats sont encourageants.
La pre´cision de l’estimation de la position par cette me´thode est de l’ordre de quelques
degre´s, ce qui est de´ja` un re´sultat correct. Il permet de localiser la zone du ciel dans lequel
se situe la source. On peut ensuite imaginer qu’avec une me´thode plus complexe, comme
par exemple une me´thode Monte Carlo Markov Chain (MCMC ), cette estimation puisse
eˆtre affine´e en prenant comme point de de´part les re´sultats de la me´thode d’analyse de
l’enveloppe.
De la meˆme manie`re que pour le cas monochromatique, une e´tape indispensable pour
l’analyse de l’enveloppe est l’extraction de cette enveloppe. Dans l’analyse d’un chirp de
binaire spiralante, cette e´tape est un point difficile car il ne´cessaire de localiser le chirp
dans le plan temps-fre´quence pour ensuite obtenir une estimation de l’amplitude, ce qui
complexifie grandement le proble`me. Pour re´soudre cette difficulte´, j’ai eu recours a` des
me´thodes de de´tection et d’extraction du signal qui de´passe alors largement le cadre de
la me´thode d’analyse de la modulation d’amplitude. L’adaptation de ces me´thodes aux
signaux de LISA qui a e´te´ faite peut eˆtre e´largie a` l’extraction d’autres types de signaux
gravitationnels.
Pour caracte´riser l’efficacite´ de cette me´thode de l’analyse de l’enveloppe dans le cas
d’un chirp de binaire spiralante, l’utilisation re´cente de la me´thode BCC permet d’envisa-
ger une e´tude syste´matique qui permettrait alors de tester cette me´thode pour l’ensemble
des positions du ciel et pour un ensemble plus large de binaires de trous noirs super-
massifs.
4.5 Conclusion et perspectives
L’analyse de donne´es dans LISA est un sujet re´cent puisque le MLDC a de´bute´ il
y a seulement deux ans. C’est a` cette e´poque que nous avons de´cider de nous investir
dans ce sujet, en l’abordant d’une fac¸on alternative. En effet, bon nombre des me´thodes
d’analyses envisage´es a` l’heure actuelle repose sur des techniques de filtrage adapte´ qui
recherche directement une ou plusieurs formes d’ondes dans les donne´es. Ces me´thodes
complexes dans le cas de LISA, du fait de multitude des sources simultane´es, ne´cessitent
une connaissance fine du mode`le du signal recherche´. Au contraire de ces me´thodes, nous
avons privile´gie´ une me´thode non spe´cialise´e qui s’inte´resse a` un phe´nome`ne particulier
lie´ a` seulement quelques parame`tres de l’onde gravitationnelle. C’est pourquoi, j’ai mis
en place cette me´thode qui utilise les variations d’orientation de LISA par rapport a` la
source pour estimer sa position.
Cette me´thode a d’abord e´te´ applique´e au cas d’une onde monochromatique. Les
re´sultats satisfaisants ont alors permis de la valider. Elle a ensuite e´te´ e´largie au cas
plus ge´ne´rale d’un chirp. L’application au cas d’une onde e´mise par une binaire de trous
noirs super-massifs a ne´cessite´ de nombreux de´veloppements. D’une part, l’algorithme de
Levenberg-Marquadt a e´te´ utilise´ pour la plupart des ajustements et, d’autre part, plu-
sieurs me´thodes d’extraction du signal ont e´te´ mises en place. La me´thode d’ajustement
des pics donne des re´sultats satisfaisants mais ne´cessite d’eˆtre guide´e manuellement. La
me´thode de de´tection de l’areˆte utilisant sa stationnarite´ en phase a e´te´ teste´e mais ne´-
cessite d’eˆtre ame´liore´e. Enfin la me´thode BCC donne les re´sultats les plus encourageants
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puisqu’ils sont e´quivalents a` ceux obtenus par la me´thode des pics. Cette me´thode pre´sente
l’avantage d’eˆtre comple`tement automatique et de ne conside´rer qu’un simple mode`le de
chirp sans plus d’hypothe`ses sur le signal.
Du fait que ces syste`mes d’extraction et ces mode`les d’ajustement sont tous ge´re´s par
un meˆme programme LISADA, il est possible d’appliquer les me´thodes de´veloppe´es pour
le cas des chirps, au cas d’ondes monochromatiques pour e´ventuellement ame´liorer les
re´sultats. De plus, pour caracte´riser l’efficacite´ de l’estimation de la position par l’analyse
de l’enveloppe, une e´tude syste´matique pourrait eˆtre mene´e aussi bien pour des ondes
monochromatiques que pour des chirps de binaires de trous noirs super-massifs.
Outre l’optimisation des diffe´rentes me´thodes d’extraction, une autre piste d’ame´liora-
tion est l’utilisation d’autres ge´ne´rateurs TDI, tels que les ge´ne´rateurs a` bruits non-corre´le´s
AXY Z , EXY Z , TXY Z (cf. (3.29), (3.30) et (3.31)).
La modulation d’amplitude due au mouvement de LISA contraint fortement la modu-
lation d’amplitude globale dans le cas d’une onde gravitationnelle e´mise par un syste`me
binaire spiralant. L’e´volution de la modulation d’amplitude propre a` l’onde gravitation-
nelle est alors moins contraignante. Dans l’application faite ici, le mode`le utilise´ pour
l’e´volution propre est le mode`le Post-Newtonien a` l’ordre 2.5 PN, qui est un mode`le com-
plexe, approximant tre`s bien la forme d’onde spiralante. Mais il serait inte´ressant d’e´valuer
dans quelle mesure ce mode`le est contraignant en utilisant par exemple un mode`le d’e´vo-
lution beaucoup plus simple. En effet, une des particularite´s de la me´thode d’analyse par
enveloppe est qu’elle de´pend a priori tre`s peu de la forme d’onde. Cela signifie qu’elle doit
eˆtre capable d’estimer la position de la source dans le cas d’une onde quelconque (ou dont
la forme n’est pas bien connue) dont l’amplitude et la fre´quence varient lentement, au
contraire des me´thodes par filtrage adapte´. Mais cette faible de´pendance reste a` ve´rifier.
Dans ce cadre et en adaptant la me´thode BCC, on peut envisager une me´thode d’ana-
lyse des EMRIs qui sont une des sources les plus difficiles a` e´tudier parmi celles que verra
LISA.
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Conclusion
Les ondes gravitationnelles sont un moyen unique d’acce´der a` un large domaine de la
physique allant de l’astrophysique a` la cosmologie en passant par la physique fondamen-
tale. La mission LISA ouvrira une nouvelle feneˆtre dans ce domaine par la de´tection de
sources situe´es aussi bien dans notre environnement proche qu’aux confins de l’Univers.
Elle verra notamment les ondes e´mises par des EMRIs, par des coalescences de trous noirs
super-massifs, par des binaires forme´es d’e´toiles a` neutrons, de trous noirs et de naines
blanches, ou encore par des fonds galactiques, extragalactiques et cosmologiques.
Ce de´tecteur spatial est relativement simple dans son principe. Il consiste en une
circulation de faisceaux laser entre six masses en chute libre formant ainsi plusieurs inter-
fe´rome`tres. Sous cette apparente simplicite´ se cache une grande complexite´ que la mise
en oeuvre de LISACode a re´ve´le´e.
LISACode est un simulateur scientifique de LISA re´alise´ durant ma the`se qui couvre
l’ensemble de la de´tection des ondes gravitationnelles par LISA, de la simulation des ondes
a` l’application de TDI sur des donne´es simule´es de manie`re re´aliste.
L’ensemble des processus continus que sont les ondes gravitationnelles, les bruits du
de´tecteur, l’orbitographie, les USOs et les phaseme`tres sont mode´lise´s finement pour pro-
duire des donne´es similaires a` celles que fournira LISA. D’autre part, l’accent a e´te´ mis sur
l’application de la me´thode TDI qui re´duit effectivement le bruit laser dans LISACode.
Cette me´thode a e´te´ applique´e dans diffe´rents cas re´alistes, caracte´risant ainsi certains
points importants de LISA, tels que l’efficacite´ de la deuxie`me ge´ne´ration de TDI, la pre´-
cision ne´cessaire sur la connaissance des temps de parcours ou encore le niveau du bruit
laser. LISACode a e´galement e´te´ utilise´ pour des e´tudes scientifiques sur les ondes gravi-
tationnelles comme, par exemple, la ge´ne´ration de la re´ponse de LISA au fond Galactique
et l’inte´gration de cette re´ponse dans des simulations.
La structure de ce logiciel permet aise´ment d’y ajouter des fonctionnalite´s. On citera
a` court terme l’adjonction des bruits expe´rimentaux plus re´alistes qui proviendront de la
Recherche et De´veloppement en cours dans les diffe´rents laboratoires et des re´sultats de
la future mission LISAPathfinder. Il est difficile aujourd’hui de pre´voir ce que seront les
e´volutions techniques qui verront le jour dans la conception de LISA. Elles devront eˆtre
imple´mente´es dans LISACode pour que celui-ci reste au plus pre`s de la re´alite´ meˆme du
de´tecteur.
En outre, en interagissant avec les diffe´rentes communaute´s participant a` la mission
LISA, LISACode s’adaptera facilement aux e´volutions scientifiques dans le domaine des
ondes gravitationnelles. A ce jour, il n’existe que deux simulateurs d’un tel niveau de
complexite´ : SyntheticLISA et LISACode. Ces deux simulateurs participent activement a`
la ge´ne´ration de donne´es pour le Mock LISA Data Challenge qui coordonne l’analyse.
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En effet, pour un projet d’une telle complexite´ et d’une telle envergure, il est indispen-
sable de pre´parer l’analyse des futures donne´es. C’est pourquoi la seconde partie de ma
the`se a e´te´ consacre´e a` la mise en place d’une me´thode d’analyse non-spe´cialise´e qui estime
la position d’une source d’ondes gravitationnelles en e´tudiant la modulation d’amplitude,
aussi appele´e enveloppe, induite par la variation d’orientation de LISA par rapport a` cette
source. Cette me´thode a, dans un premier temps, e´te´ de´veloppe´e pour une onde mono-
chromatique. L’e´tude sur un cas particulier a alors permis de la valider. Elle a ensuite e´te´
e´largie au cas des chirps de fac¸on a` eˆtre applique´e a` l’e´tude des binaires de trous noirs
super-massifs. Les re´sultats obtenus sur l’e´tude d’un cas particulier sont encourageants.
Une e´tude plus ge´ne´rale de la me´thode doit eˆtre mene´e pour e´valuer ses re´elles capacite´s.
Les re´sultats obtenus semblent dans tous les cas suffisants pour envisager son utilisation
comme point de de´part de techniques plus sophistique´es.
Un des principaux atouts de cette me´thode d’analyse est sa faible de´pendance dans
la forme de l’onde e´tudie´e. Autrement dit, meˆme si cette forme est mal connue, l’analyse
de l’enveloppe permet toujours de localiser la source. En outre, l’application au cas des
chirps a ne´cessite´ la mise en place de me´thodes d’extraction du signal qui de´passent
largement le cadre de la me´thode d’analyse de l’enveloppe, comme par exemple la recherche
BCC. Ces techniques couple´es a` l’analyse de l’enveloppe dans le cadre d’un signal assez
ge´ne´ral permettent d’envisager une extension a` d’autres types de sources. C’est notamment
une solution possible au proble`me difficile qu’est la de´tection des EMRIs, ce sujet e´tant
d’ailleurs de´ja` a` l’e´tude.
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Annexe A
Courbes de sensibilite´ : Comparaison
de LISA et des de´tecteurs terrestres
Cette annexe a pour objectif d’apporter un comple´ment d’informations sur les diffe´-
rentes de´finitions possibles de la courbe de sensibilite´ de manie`re a` effectuer une compa-
raison cohe´rente du domaine de sensibilite´ des de´tecteurs au sol et de LISA. Elle permet
notamment de pre´ciser les courbes de la figure 1.2, couramment pre´sente´e dans la com-
munaute´ LISA et donne´e dans le Pre Phase A Report [15].
A.1 Sensibilite´ de LISA
Pour LISA, on rappelle que la sensibilite´ hTDI est de´finie comme l’amplitude de l’onde
gravitationnelle distribue´e de manie`re isotrope sur l’ensemble du ciel, de´tectable sur un
an avec un rapport signal sur bruit de 5 [75]. Le signal gravitationnel du ge´ne´rateur TDI
duˆ a` l’onde gravitationnelle est :
sTDI,OG(f) = hTDI(f) Rep
OG
TDI(f) (A.1)
ou` RepOGTDI(f) est la re´ponse a` l’onde gravitationnelle du de´tecteur associe´ au ge´ne´rateur
TDI, et h la sensibilite´ e´quivalente a` l’amplitude de l’onde. Le rapport signal sur bruit
pour un signal TDI inte´gre´ sur un an est :
SNR =
sTDI,OG(f)√
STDI,Noise(f)/T
=
hTDI(f) Rep
OG
TDI(f)√
STDI,Noise(f)/T
(A.2)
ou` T est la dure´e d’inte´gration du signal, c’est-a`-dire un an, et STDI,Noise(f) est la densite´
spectrale de puissance du bruit du ge´ne´rateur TDI, en Hz−1. La sensibilite´ e´tant de´finie
comme l’amplitude de l’onde pour un rapport SNR de 5, elle correspond a` l’e´quation
suivante (cf. sous-section 2.5.8) :
hTDI(f) = 5
√
STDI,Noise(f)
T
1
RepGWTDI(f)
avec T = 1 an (A.3)
Cette sensibilite´ typiquement donne´e pour le ge´ne´rateur TDI Michelson X correspond a`
la courbe de la figure 1.2.
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A.2 Sensibilite´ du de´tecteur terrestre (Virgo)
La sensibilite´ utilise´e pour le de´tecteur terrestre Virgo est de´finie (cf. the`se de F. Beau-
ville [12]) comme l’amplitude minimale hV irgo d’une onde gravitationnelle qui induit une
de´formation des bras ∆LOG est donc un signal sur la photodiode SV irgo,OG(f) supe´rieur
au bruit. Le signal sur la photodiode, en Watt, correspond a` :
sV irgo,OG(f) = R(f) ∆LOG = R(f) hV irgo(f) LV irgo (A.4)
ou` R(f) est la re´ponse du de´tecteur issue de la calibration, en Watt par me`tre (W/m) et
LV irgo, la longueur d’un bras en me`tre. La sensibilite´ hV irgo est donc de´finie par l’e´quation
suivante : √
SV irgo,Noise(f) = sV irgo,OG(f) = R(f) hV irgo(f) LV irgo (A.5)
ou` SV irgo,Noise(f) est la densite´ spectrale line´aire de bruit, en W.Hz
1/2. Cette sensibilite´,
en Hz−1/2, correspond donc a` :
hV irgo(f) =
√
SV irgo,Noise(f)
R(f) LV irgo
(A.6)
Elle correspond donc a` la densite´ spectrale d’amplitude de l’onde gravitationnelle de´tec-
table sur une seconde avec un rapport signal sur bruit de 1.
A.3 Comparaison des sensibilite´s
A.3.1 Normalisation par un facteur multiplicatif
Ces deux de´finitions de la sensibilite´ diffe`rent sur deux points :
– La sensibilite´ de LISA est de´finie pour un rapport signal sur bruit de 5 et celle de
Virgo pour un rapport de 1.
– La sensibilite´ de LISA est inte´gre´e sur un an alors que celle de Virgo n’est pas
inte´gre´e mais exprime´e comme une densite´ spectrale.
Pour comparer ces deux sensibilite´s, une solution consiste a` ramener la sensibilite´ de Virgo
a` la de´finition de celle de LISA en l’inte´grant sur un an et en conside´rant un rapport signal
sur bruit de 5, ce qui revient a` conside´rer la quantite´ suivante :
hV irgo(f)× 5√
T
avec T = 1 an (A.7)
Inversement, si on rame`ne celle de LISA a` celle de Virgo, on conside`re, pour la sensibilite´
de LISA, la quantite´ suivante :
hLISA(f)×
√
T
5
avec T = 1 an (A.8)
La figure A.1 pre´sente les courbes de sensibilite´ en conside´rant les deux de´finitions pos-
sibles. On constate que dans cette repre´sentation, la sensibilite´ minimale de Virgo est
deux ordres de grandeur plus faible que la sensibilite´ minimale de LISA.
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Fig. A.1: Comparaison de sensibilite´ de LISA et de celle Virgo en ramenant ces deux quantite´s
a` la meˆme de´finition qui est celle de la sensibilite´ au sens de “LISA” sur l’e´chelle de gauche et
celle au sens de “Virgo” sur l’e´chelle de droite. La courbe de sensibilite´ de LISA correspond a`
celle du ge´ne´rateur TDI X premie`re ge´ne´ration ou` la re´ponse gravitationnelle est calcule´e semi-
analytiquement et tous les bruits sont conside´re´s sauf le bruit laser (cf. sous-section 2.5.6, 2.5.7
et 2.5.8). La courbe de sensibilite´ de Virgo correspond a` l’objectif fixe´ pour le de´tecteur, encore
le´ge`rement diffe´rent de la sensibilite´ actuelle.
A.3.2 Inte´gration sur un temps approprie´ a` la fre´quence de
l’onde
Une autre solution consiste a` inte´grer le signal sur un temps caracte´ristique de l’onde
gravitationnelle, plus pre´cise´ment la pe´riode de l’onde TOG. Cette pe´riode e´tant l’inverse
de la fre´quence, la quantite´ conside´re´e est alors la sensibilite´ exprime´e comme une densite´
spectrale que multiplie la racine carre´e de la fre´quence. Cela correspond a` l’amplitude
minimale d’une onde de´tectable avec un rapport signal sur bruit de 1 dans un signal inte´gre´
sur une pe´riode de l’onde (un cycle). La quantite´ ainsi de´finie est dite sensibilite´ rms [39].
Elle permet de repre´senter la sensibilite´ dans une unite´ bien adapte´e a` une repre´sentation
par intervalle de logarithme en fre´quence (cf. p. 22 de LISA Science Case [52]).
Pour la sensibilite´ de LISA, on conside`re donc :
hLISA(f)×
√
T
5
×
√
f avec T = 1 an (A.9)
Pour la sensibilite´ de Virgo, on conside`re simplement :
hV irgo(f)×
√
f (A.10)
La figure A.1 pre´sente ces deux quantite´s. On constate que les formes ge´ne´rales des deux
courbes sont au meˆme niveau.
208
A. Courbes de sensibilite´ : Comparaison de LISA et des de´tecteurs
terrestres
 1e-22
 1e-21
 1e-20
 1e-19
 1e-18
 1e-17
 1e-16
 1e-05  0.0001  0.001  0.01  0.1  1  10  100  1000  10000
 1e-23
 1e-22
 1e-21
 1e-20
 1e-19
 1e-18
Se
ns
ib
ilit
e 
RM
S 
: A
m
pi
tu
de
 d
’u
ne
 o
nd
e 
in
te
gr
ee
 s
ur
 u
n 
cy
cle
, S
/B
=1
Se
ns
ib
ilit
e 
: A
m
pi
tu
de
 d
’u
ne
 o
nd
e 
in
te
gr
ee
 s
ur
 1
00
0 
cy
cle
s,
 S
/B
=1
Frequence (Hz)
LISA (TDI X)
Virgo
Fig. A.2: Comparaison des domaines de sensibilite´ de LISA et de celle Virgo dans une unite´ bien
adapte´e a` la repre´sentation par intervalle de logarithme en fre´quence, c’est-a`-dire une densite´
spectrale multiplie´e par la racine carre´e de la fre´quence. Cela revient a` repre´senter l’amplitude
de l’onde minimale ne´cessaire pour qu’elle soit de´tectable avec un rapport signal sur bruit de
1, et une dure´e d’inte´gration de une pe´riode (un cycle). L’e´chelle de droite correspond a` une
inte´gration sur 1000 cycles.
Si on inte`gre l’onde sur 1000 cycles et non plus sur un cycle, ce qui correspond a` un
an pour une onde a` 10−4 Hz, obtient la figure A.2 avec l’e´chelle de droite ou` les niveaux
de sensibilite´ sont similaires a` ceux de la figure 1.2.
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ABCO : Autres Bruits de Chemin Optique (e´quivalent de OOPN )
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ESA : European Space Agency (agence)
FOG : Fond d’Onde Gravitationnelle
IMBH : Intermediate massive Black Hole
ICO : Innermost Circular Orbit
IN2P3 : Institut National de Physique Nucle´aire et de Physique des Particules
LISA : Laser Interferometer Space Antenna
MI : Masse Inertielle
MLDC : Mock LISA Data Challenge
NASA : National Aeronautics and Space Administration (agence)
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OCA : Observatoire de la Coˆte d’Azur (laboratoire)
OG : Onde Gravitationnelle
OOPN : Others Optical Path Noises (e´quivalent de ABCO)
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SNR : Signal Noise Ratio
TDI : Time Delay Interferometry
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Table des unite´s
Distance
1 pc = 3, 08568025× 1016 me`tres
1 kpc = 3, 08568025× 1019 me`tres
1Mpc = 3, 08568025× 1021 me`tres
1 Gpc = 3, 08568025× 1025 me`tres
1 UA = 1, 49597870660× 1011 me`tres
Masse
1M⊙ = 1, 989× 1030 kilogrammes
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tions sur la nume´rotation des bras et des bancs optiques, ainsi que le sens du
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2.7 Racine carre´e de la densite´ spectrale de puissance (DSP) des diffe´rents bruits : en
trait plein rouge le bruit laser, en tirets serre´s verts le bruit des masses inertielles,
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de 10−21 − 10−20. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.8 Sche´ma de circulation des faisceaux, propose´ dans le Final Technical Report [8],
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2.9 Nouvelle formulation propose´e pour l’agencement du te´lescope, du banc optique
et de l’enceinte a` vide contenant la masse inertielle sur la figure de gauche. La fi-
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2.10 Repre´sentation sche´matique de la circulation des faisceaux dans les deux bancs
optiques du satellite 1 ou` figurent les phaseme`tres externe-interne s et interne-
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2.11 Repre´sentations ge´ome´triques des ge´ne´rateurs TDI Sagnac α, a` gauche, et Mi-
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ainsi des donne´es. On distingue les e´changes qui se font au pas de temps phy-
sique par des fle`ches en trait plein, ceux qui se font au pas de temps de mesure
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3.3 Re´ponses spectrales du filtre elliptique utilise´ dans la fonction de transfert du
phaseme`tre pour permettre un sous-e´chantillonnage a` ∆tmesure = 1s a` partir
de donne´es a` ∆tphysique = 0.2s. Ses parame`tres, illustre´s sur la figure, sont :
fre´quence de coupure haute fc,h = 0.1 Hz , fre´quence de coupure basse fc,b =
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φ0,+ = φ0,× = 0. Le graphique inse´re´ correspond a` un zoom sur le pic pour
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3.6 Comparaison entre la courbe de sensibilite´ classique du calcul semi-analytique
pour le ge´ne´rateur TDI de premie`re ge´ne´ration, X1st, (ligne rouge) et celle obte-
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3.7 Courbes de sensibilite´ pour les ge´ne´rateursTDI Michelson X1.5th de ge´ne´ration
1.5 (croix rouge) et X2nd de seconde ge´ne´ration dans le cas d’une configuration
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4.1 Evolutions temporelles des signaux TDI X, Y et Z pour deux ondes mono-
chromatiques sans bruit sur un an (deux colonnes). La seule diffe´rence entre ces
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Re´sume´
Les ondes gravitationnelles, qui sont une conse´quence directe de la relativite´ ge´ne´rale,
sont e´mises par une large gamme de sources astrophysiques et cosmologiques. Ces ondes
induisent des phe´nome`nes observables au niveau de la Terre dont l’intensite´ est si faible que
leur e´tude est extreˆmement difficile. Ne´anmoins les performances technologiques actuelles
permettent d’envisager leur de´tection. Ainsi diffe´rents de´tecteurs terrestres commencent a`
eˆtre ope´rationnels dans le domaine des hautes fre´quences. Pour acce´der aux ondes a` basse
fre´quence telles que celles e´mises par les binaires de trous noirs, les EMRIs ou encore les
fonds galactique et stochastique, il est ne´cessaire de disposer d’un de´tecteur spatial : c’est
l’ide´e du projet LISA (Laser Interferometer Space Antenna).
LISA est forme´ de trois satellites contenant des masses en chute libre. Ils s’e´changent
des faisceaux lasers afin de former plusieurs interfe´rome`tres. Le triangle constitue´ par ces
satellites distants de cinq millions de kilome`tres suit la Terre sur son orbite autour du
Soleil. Malgre´ cette apparente simplicite´, c’est un projet complexe dont la bonne com-
pre´hension ne´cessite le de´veloppement de simulateurs tels que celui re´alise´ pendant cette
the`se, LISACode.
LISACode est un simulateur scientifique de LISA qui s’attache a` rester au plus proche
de la re´alite´ du de´tecteur, sans pour autant le de´crire au niveau des de´tails d’inge´nierie. Il
est centre´ sur le phaseme`tre, qui est l’e´le´ment principal effectuant la mesure dans LISA, et
il fournit des flux de donne´es similaires a` ceux de la future mission. En outre, il applique
la me´thode TDI qui re´duit effectivement le bruit laser. Sa structure flexible lui donne
la capacite´ de suivre aise´ment les e´volutions technologiques et scientifiques. LISACode
permet donc de tester les points technologiques importants de LISA, tels que l’efficacite´
de la deuxie`me ge´ne´ration TDI, la pre´cision ne´cessaire sur la connaissance des temps de
parcours, l’impact d’un changement de la longueur nominale des bras, les conse´quences de
la perte de lien ou encore le niveau du bruit laser. C’est e´galement un outil efficace pour
mener des e´tudes scientifiques sur les ondes gravitationnelles comme par exemple l’e´tude
des fonds Galactique ou stochastique, ou l’e´tude de sources binaires. Ces raisons en font
un outil essentiel pour la pre´paration de l’analyse de donne´es.
En effet, cette pre´paration est un point capital de la mission LISA. La me´thode d’ana-
lyse pre´sente´e ici est base´e sur l’e´tude de la modulation d’amplitude du signal gravitation-
nel correspondant a` l’onde e´mise par une source e´voluant lentement. Cette modulation,
aussi appele´e “enveloppe”, est induite par le mouvement de LISA et donne ainsi acce`s a`
la position de la source. L’application de cette me´thode a ne´cessite´ la mise en place de
me´thodes d’extraction du signal (recherche de pics fre´quentiels ou d’areˆtes dans le plan
d’ondelettes et la recherche Best Chirplet Chain). Elle a e´te´ teste´e sur le cas d’une onde
monochromatique et d’une onde e´mise par une binaire de trous noirs super-massifs ou` des
re´sultats prometteurs ont e´te´ obtenus.
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Abstract
Gravitational waves, which are a direct consequence of general Relativity, are emitted
from a variety of astrophysical and cosmological sources. As seen from an Earth based
detector, these waves produce an extremely difficult signal to detect. However, recent
technological breakthroughs, allow to consider their observation. Thus, ground based
detectors are close to achieving detection in the high frequency band. For low frequency
waves, emitted for example by coalescing massive black holes, by EMRIs or by the galactic
or stochastic background, it is necessary to make use of a space based detector. This is
the idea of the LISA (Laser Interferometer Space Antenna) project.
LISA is based on three satellites in free-fall, exchanging laser beams in order to form
several interferometers. These satellites, separated by five million kilometres, form a
triangle whose centre follows the Earth on its orbit around the Sun. However simple
this may seem, this is a complex detector whose understanding implies sophisticated
simulation software such as LISACode whose development has been one of the main goal
of this thesis.
LISACode is a new scientific simulator for LISA. Its ambition is to achieve a new
degree of sophistication allowing to map, as closely as possible, the impact of the different
sub-systems on the measurements. LISACode is not a detailed simulator at the engineer-
ing level but rather a tool whose purpose is to bridge the gap between the basic principles
of LISA and a future, sophisticated end-to-end simulator. This is achieved by introducing,
in a realistic manner, most of the ingredients that will influence LISA’s sensitivity as well
as the application of TDI combinations. Its flexible structure will allow to follow coming
scientific and technologic evolutions. This code allows to study different configurations
of LISA thus testing different technological key points like the efficiency of TDI second
generation, the required precision in armlength knowledge, the consequences of change in
nominal armlength, the consequences of the loss of links and the level of laser noise. An-
other important use of LISACode is its ability to perform scientific studies on gravitational
waves produced by galactic and stochastic background and by various binary sources. It
is also an efficient tool for generating time series for data analysis developments.
The readiness of data analysis methods is a crucial point of the LISA mission. The
method presented in this thesis is based on the study of amplitude modulation of grav-
itational signal corresponding to the wave emitted by sources which evolve slowly. This
modulation, also called “envelope”, is due to the LISA motion and gives access to the
source position. In order to apply this method, specific methods for extracting signal
(search of peaks in frequency or ridge in wavelets plan, search of Best Chirplet Chain)
have been developed. This analysis method was tested on monochromatic waves and on
waves emitted by binary systems. Present results are promising and the method should
be expanded further.
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The`se de Antoine PETITEAU : De la simulation de LISA a` l’analyse des donne´es
Les ondes gravitationnelles sont e´mises par une large gamme de sources astrophysiques et
cosmologiques. L’e´tude des ondes a` basse fre´quence telles que celles e´mises par les binaires de
trous noirs, les EMRIs ou encore les fonds galactique et stochastique, ne´cessite l’utilisation d’un
de´tecteur spatial. C’est la mission LISA (Laser Interferometer Space Antenna) compose´e de
trois satellites distants de 5 millions de kilome`tres et qui s’e´changent des faisceaux lasers afin
de former plusieurs interfe´rome`tres. La bonne compre´hension de ce projet complexe ne´cessite le
de´veloppement d’un simulateur tel que celui re´alise´ pendant cette the`se, LISACode. C’est un
simulateur scientifique de LISA qui s’attache a` rester au plus proche de la re´alite´ du de´tecteur,
sans pour autant le de´crire au niveau des de´tails d’inge´nierie. Il fournit des flux de donne´es
similaires a` ceux de la future mission et applique la me´thode TDI qui re´duit effectivement le
bruit laser. Ainsi il permet de tester des points technologiques importants de LISA et de mener
des e´tudes scientifiques sur les ondes gravitationnelles. C’est un outil essentiel pour la pre´paration
de l’analyse de donne´es qui est un point capital de la mission LISA. Ainsi le second point de cette
the`se porte sur le de´veloppement d’une me´thode d’analyse base´e sur l’e´tude de la modulation
d’amplitude du signal gravitationnel induite par le mouvement LISA. Cette e´tude donne acce`s a`
la position de la source. L’application de cette me´thode a ne´cessite´ la mise en place de me´thodes
d’extraction du signal. Les re´sultats obtenus pour une onde monochromatique et pour une onde
e´mise par une binaire de trous noirs super-massifs sont prometteurs.
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